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Vor^wort. 



In meinen „Algebraischen Gleichungen*' habe ich 
eine grofse Anzahl von Gleichungen nebst den Resultaten 
und den Methoden zu ihrer Auflösung mitgeteilt. Man kann 
nicht wohl annehmen, dafs die dort vorkommenden Glei- 
chungen durch Probiren gefunden oder der Phantasie ent- 
sprungen sind; ganze Klassen von Gleichungen müssen nach 
gewissen allgemeinen Gesetzen gebildet sein und in einer 
bestimmten Beziehung zu einander stehen. Ein mindestens 
ebenso grofses Interesse, als die Gleichungen selber und ihre 
Auflösungen, werden daher, wie ich glaube, die Fragen haben: 
Wie sind jene Gleichungen entstanden? Welches ist der 
Schlüssel zur Aufstellung derselben? Welches ist der Zu- 
sammenhang derselben unter einander? Giebt es verschiedene 
Methoden, nach welchen sie sich aufstellen lassen? Wie 
kommt man überhaupt auf jene eigentümlichen Formen? 
Und wenn die Form von Gleichungen allgemein festgestellt 
ist, wie mufs man die Form speciell bestimmen, wenn die 
Lösung entweder ganz oder ihrer Form nach gegeben ist? 

Diese Fragen in Bezug auf alle in den „Algebraischen 
Gleichungen" vorkommenden wichtigen Gleichungen zu er- 
ledigen, war ursprünglich der Zweck dieser Arbeit. Meine 
körperlichen Verhältnisse liefsen mich jedoch befürchten, dafs 
ich die Arbeit nicht beendigen würde; ich mufste dieselbe 
abbrechen. Es ist hier daher nur ein sehr kleiner Teil der 
„Algebraischen Gleichungen" nach der angegebenen Richtung 
hin behandelt, aber, wie ich hoflfe, der interessanteste. Es 
sind diejenigen Gleichungen, welche sich aus homogenen 
symmetrischen Gleichungen des 4. Grades ableiten lassen. 
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IV Vorwort. 

oder deren Form doch in der Auflösung der homogenen 
symmetrischen Gleichungen des 4. Grades, wie sie in den 
„Algebraischen Gleichungen" gegeben ist, ihren Ursprung hat. 

Aufserdem sind hier viele Hunderte neuer Gleichungen 
aufgestellt und die Methoden angegeben, nach welchen man 
Gleichungen von der zierlichsten Form mit vorherbestimmten 
Lösungen in beliebiger Anzahl leichtlich formiren kann. 

Der Gegenstand ist, so viel ich weifs, bis jetzt von 
keinem Mathematiker berührt worden. Eine Andeutung der 
hier vorkommenden Entwickelungen habe ich bereits in der 
Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht XV, Heft 3, S. 161 — 179 gegeben. Die Leser 
werden sehen, dafs die hier vorgetragenen und angewendeten 
Methoden nicht nur für die hier aufgeführten und aufgestellten 
Gleichungen, sondern ganz allgemein für die Formation und 
Transformation der Gleichungen von grofser Fruchtbar- 
keit und weittragender Bedeutung sind. 

Die in jedem Abschnitte vorangestellten Gleichungen sind 
aus den „Algebraischen Gleichungen" entlehnt; sie sind den 
Betrachtungen in den betreffenden Abschnitten zum Grunde 
gelegt. Sie tragen dieselben Nummern, welche sie in den 
„Algebraischen Gleichungen" haben. 

Die Abschnitte I— XIV enthalten quadratische Glei- 
chungen. Die Gleichungen in den Abschnitten XV — XXV 
gehen fast ausnahmslos über den zweiten Grad hinaus, sind 
jedoch alle quadratisch lösbar. 

Meine bisherigen mathematischen Arbeiten sind von den 
Herren Collegen mit Beifall aufgenommen worden; möge 
dieser Arbeit bei ihnen eine nicht minder freundliche Auf- 
nahme zu Teil werden. 

Bad Stuer, im Mai 1884. 

Der Verfasser. 



Bezeichnungen. 



1. AG. heifst Algebraische Gleichungen und bezieht 
sich auf das von mir verfafste Buch dieses Namens*). 

2. korr. Add. oder kurz k. A. heifst kor]^espondirende 
Addition und bezieht sich auf a. in der Einleitung. 

3. KS. heifst Korrespondenzsatz und bezieht sich auf 
b. in der Einleitung. 

4. E. heifst Einleitung; Ea., Eb., Ec. verweisen daher 
auf die Teile a., b. und c. in der Einleitung, 

5. Zahlen, welche in eckige Klammern eingeschlossen 
sind, beziehen sich auf die „Algebraischen Gleichungen". 
Steht AG. vor denselben, so sind die eckigen Klammern fort- 
gelassen. Dies ist auch bei denjenigen Zahlen geschehen, 
welche die Nummern der Gleichungen angeben, die vorn zu 
Anfang jedes Abschnittes aufgeführt sind. 

6. Die römischen Zahlen haben eine dreifache Be- 
deutung. Meistens beziehen sie sich auf die Abschnitte des 
Buches; sie haben dann einen Punkt hinter sich. In der 
Regel steht hinter denselben noch ein kleiner Buchstabe; so 
kommt z. B. la., IV b., Vk. vor und heifst bezw. Teil a. im 
1. Abschnitt, b. im 4. Abschnitt, k. im 5. Abschnitt. — 
Auch die vorkommenden allgemeinen Gleichungen und For- 
meln sind mehrfach mit I, II, III u. s. w. bezeichnet. Sie 
haben im Texte keinen Punkt hinter sich. Der Zusammen- 



*) Algebraische Gleichungen nebst den Resultaten und 
den Methoden zu ihrer Auflösung. Von E. Bardey. Verlag von 
B. G. Teubner. 1. Aufl. 1868; 3. Aufl. 1883. 



VI Bezeichnungen. 

hang läfst übrigeDS ihre Bedeutung leicht erkennen. — 
Drittens endlich können sich die römischen Zahlen I und II 
auch auf die beiden ersten Teile der „Algebraischen Glei- 
chungen" beziehen. Dann sind sie in eckige Klammern ein- 
geschlossen, oder es steht AG. vor denselben. 
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Die grofseu Buchstaben A^ B^ G u. s. w. bedeuten Ausdrücke von der Form 
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Seite 
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Einleitung (E). 

In allen Abschnitten dieses Buches finden drei Rechnungs- 
formen eine besonders vielfache Anwendung. Zum Verständnis 
ist es notwendig, auf dieselben näher einzugehen. Es sind: 
a. die korrespondirende Addition, b. der Korrespon- 
denzsatz, c. die Auflösung der symmetrischen Glei- 
chungen des vierten Grades. 

a. Die korrespondirende Addition (AG. I. 18), ab- 
gekürzt korr. Add. oder einfach k. A. 

Hat man eine Quotientengleichung 

(1) 4 = 5-' 

so kann man aus derselben ganz allgemein die neue Quo- 
tientengleichung 

^^>' Ap + Bq "" Cp +Dq 

bilden, wo die Faktoren m, w, p, q ganz beliebig sind. Setzt 
man den Wert der Quotienten in (1) gleich 0, so ist A = B0, 
C = Dz. Substituirt man dies in (2), so ergiebt sich die 
Richtigkeit dieser Gleichung sofort. Wir haben demnach den 
Satz: 

1. Aus einer Quotientengleichung kann man be- 
liebig viele andere Quotientengleichungen bilden. 
Man multiplicirt die Zähler und Nenner erstens 
bezw. mit den willkürlichen Faktoren m und n, 
addirt sie und macht die Summen zu Zählern; 
zweitens bezw. mit den willkürlichen Faktoren 
p und q, addirt sie und macht die Summen zu 
Nennern der neuen Quotientengleichung. 

Da dieser Satz im Folgenden sehr vielfach angewendet 
wird, so mufste er einen besondem Namen erhalten. Was 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 1 



2 Ea. korr. Addition. 

mit dem Zähler mid Nenner links in (1) gemacht ist, mufs 
auch korrespondirend mit dem Zähler und Nenner rechts 
gemacht werden. Da ferner die willkürlichen Faktoren stets 
so gewählt werden können, dafs bei der Kombination der 
Produkte eine Addition eintritt, so ist es gerechtfertigt, ihn 
den Satz von der korrespondirenden Addition und 
das durch ihn vermittelte Verfahren korrespondirende 
Addition zu nennen. 

Speciell wird man aus der Gleichung (1) nach dem an- 
gegebenen Verfahren auch bilden können: 

IX ^ + B __ C+D 

3) 
4) 

^) SA — 2B "" 3C-2JD "• ^- ^• 

Bildet man die Gleichung 1), so ist das Verfahren im 
Folgenden kurz einfache korrespondirende Addition 
genannt. Bildet man die Gleichung 3) oder 4), so ist das 
Verfahren korrespondirende Subtraktion (korr. Subtr.) 
genannt. 

Steht in (1) rechts statt des Quotienten eine ganze Zahl 
C, so kann man die ganze Zahl in einen Bruch verwandeln, 
indem man 1 als Nenner nimmt. Dann hat man: 

~B—^ — ir 

,oN A + B C+1 

Hat man die Gleichung 



A B 




C — D 


A + B 




C + Z> 


B 




D 


A 




G 


A — B 


G-D 


A B 




G D 


B 




I) 


2A + SB 




20+ 3Z) 



(4) 



U — u, — t\ ' 



so folgt durch einfache korr. Add. sofort 

u u. 



_2 

V V 



1 



Ea. Eorrespondirende Addition. 

Hat mau 

(5) ^ + ^ _ t*i + «^i 



U — V 1*1 — Vj ' 



so hat man 

ü+i^ = -ü±^ , also - = -^ . 

U — V Vj — Ml ' t? U^ 

Hat man daher 

(8) i^- ß4-::-)', 

SO hat man zunächst 

~ +i = + Jf5L+J^_ , d. h. 

1) :ü = J^ 2) ^ = -*:!-. 

Hat man die Quotientengleichung 

(7) 



rc* + 2/^ -^ 



xy B ' 

SO kann man aus dieser mittelst korr. Add. sofort hin- 
schreiben 



(«) ^-v 



A + 2B 



A — 2B 

Man hat nämlich in (7) die Nenner mit 2 zu multipliciren. 

Dann giebt die einfache korr. Add. 

x"- + y^ + 2xy ^ + 25 

a;' + 2/^-2^2/ A — 2B' 

Zieht man beiderseits die Wurzel, so erscheint die Gleichung (8). 
Wendet man auf (8) noch einmal das Verfahren an, so er- 
hält man 

x^ _ y~Ä"+iiB'+y~A — 2B' 
y ~ y'A + 2B — y A — ^b 

Daher ist zu merken: 

2. Ist als Quotient die Summe der Quadrate durch 
das Produkt zweier Gröfsen gegeben, so kann man 
durch korr. Add. auch sofort als Quotienten die 
Summe durch die Differenz, wie auch die eine 
Gröfse durch die andere hinschreiben. 

Ist die angegebene Quotientengleichung eine algebraische 
Bestimmungsgleichung, so kann man aus derselben durch 
korr. Add. beliebig viele andere Quotientengleichungen hin- 
schreiben, welche dieselbe Lösung haben. 

1* 



4 Eb. Eorrespondenzsatz. 

Ist z. B. die gegebene Gleichung 

1) ±==1, 

SO kann man durch korr. Add. sofort bilden: 

^ mx -{- a hm-\-x ^ mx-{-an hm-\-nx 

px — a hp — X * px-\-aq ^p-\-^^ 

rt X — am h — mx m Sx — 2a 3& — 2x . 

a — nx X — bn Sa — 2x Hx — 26 

Alle Gleichungen haben dieselbe Lösung 

Ist die gegebene Gleichung 

X'\-a h 



2) 



h X — a ^ 

SO kann durch korr. Add. sofort bilden: 

^ (a;-j-a)m + &n hm-\-{x — a)n ^ {x-\-a)m-\-h x — a-^hm 

{x^a)p-\-bq hp-\-{x — a)q * (a; + a)w + 6 x — a-{-bn 

q x-\-a-\-5b 6{x — a)-\-h m x-\-a-\-h b~a-{-x . 

x-\- a-\- Sb 'S{x — a)-\-b * x-\- a — b b-\- a — x 



L. X = Va^ + b\ 

b. Der Korrespondenzsatz (AG. 1. 19), abgekürzt KS. 
Hat man zwei gleiche Quotienten wie in (1): 

(9) 'B^B' 
so hat man auch stets 

(10) ~B "^'d ^ B ±D ' 

Setzt man den Wert der in (9) gegebenen Quotienten = jsr, 
so ist A^=Bz, C^=D0j und der Wert des dritten Quotienten 
in (10) ist ebenfalls = is. Daher der Satz: 

3. Hat man zwei gleiche Quotienten, so kann 
man einen dritten gleichwertigen Quotienten fin- 
den, wenn man Zähler und Zähler, und Nenner 
und Nenner addirt (oder von einander subtrahirt). Die 
Summe (bzw. Differenz) der Zähler giebt den Zähler, die 
Summe (Differenz) der Nenner giebt den Nenner des neuen 
Quotienten. 



Eb. Eorrespondenzaatz. 

So ist 

2^ ^ 2 + 4 6_ 

3 ~ 6 ~ 3 + 6 ~ 9 ^* ®* ^' 

Darnach kann man aus (9) weiter bilden: 

/■t-ty. -^ ^ -^w Cn Ani-\-Cn 



B B Bm I)n Bm + Dn 

/io\ A = -£ ^p _ Oq ^p + Cq 

^ ^ B D Bp Dq ~ Bp+Dq ' 

Man kann daher aus der Gleichung (9) auch sofort hin- 
schreiben 

Am-^Cn Ap-\-Cq 



(13) 



Bm + Bn Bp + Dq 



Die Richtigkeit dieser Gleichung, wenn die Gleichung (9) 
gegeben ist, folgt auf dem oben angegebenen Wege auch 
leicht direkt ohne die Gleichungen (11) und (12). Mittelst 
der Gleichungen (11) und (12) sollte nur gezeigt werden, dafs 
die Gleichung (13) stattfinden mufs, wenn die Gleichung 
(10) gilt. 

Auch in (13) sind die Faktoren m, n, p^ q gänzlich will- 
kürlich. Die Quotienten in (13) sind gleichwertig mit 
denen in (9). Sie sollen in Bezug auf die gegebenen Quo- 
tienten in (9), die allgemeinen Quotienten heifsen. 

Nach (11) und nach (12) gilt daher der Satz, welcher im 
Folgenden der Korrespondenzsatz heist: 

4. Hat man zwei gleiche Quotienten, so kann 
man aus denselben beliebig viele unter einander 
und mit den gegebenen gleichwertige Quotienten 
bilden, indem man die Quotienten bezw. mit m und n 
erweitert und Zähler und Zähler, wie Nenner und 
Nenner addirt, oder indem man in den allgemeinen Quo- 
tienten für m und n (oder p und q) beliebige Zahlen setzt. 

Nach (13) mufs ferner auch der Satz gelten: 

5. Hat man eine Quotientengleichung (9), so kann 
man aus derselben beliebig viele andere bilden, 
indem man zwei allgemeine Quotienten einander 
gleich und für m, n, p und q ganz beliebige Zahlen 
setzt. 



6 Eb. Korrespondenzsatz. 

Denkt man, der Wert des Quotienten in (9) sei gleich X, 
so hat man auch speciell 

Man mnfs, um Zähler und Nenner eines neuen Quotienten 
zu bilden^ mit den Nennern die Kombination machen^ welche 
der mit den Zählern vorgenommenen korrespondirt. Wegen 
seiner vielfachen Anwendung im Folgenden mufste der Satz 
einen besonderen Namen haben. Der Name Korrespondenz- 
satz wird nach dem Obigen gerechtfertigt sein. Der eigent- 
liche Korrespondenzsatz ist in dem 4. Satz enthalten. Der 
3. Satz ist nur ein specieller Fall, der 5. Satz nur eine An- 
wendung des Korrespondenzsatzes. 

Speciell werden im Folgenden auch die Kedewendungen 
gebraucht werden: 

den Korrespondenzsatz mit Addition anwen- 
den, wenn man bildet 

^ = _^ = ^_+_0 
B IJ ~ B + D^ 

und den Korrespondenzsatz mit Subtraktion 
anwenden, wenn man bildet 

A = _^ — An^ 

B ~ n ~ B- Jj' 

Der Korrespondenzsatz ist von dem Satz der korrespon- 
direnden Addition nur in seiner Form, nicht in seinem Wesen 
verschieden. Aus (9) hat man 

C ~ I) 

und hieraus durch korr. Add. 

Am-\-Cn Bm-\-Dn 

Ap+Cq — Bp+Dq ' 

d. h. eine Gleichung, welche von der Gleichung (13) nur der 
Form nach verschieden ist. Dennoch sind beide Verfahrungs- 
arten schlechterdings auseinander zu halten. Der Grund ist: 
6. Die nach dem Korrespondenzsatz gebildeten 
neuen Quotienten sind den ursprünglichen stets 
gleichwertig, die durch korrespondirende Addi- 
tion nie. 
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So ist nach (9) und (13) 

Am+ Cn _ A^ G 

Bm + Dn B D ' 

Aber nach (1) und (2) ist, wenn nicht n = 0, p = und 
zugleich g = m ist, stets 

Am + Bn -;;:> A ( 7m+Z)n > C / , A\ 
Ap + Bq <'B' Cp+Dq <1) V^^^ b) ' 

Nach dem ES. hat man aus (9) auch: 

nn ^' — ^' — M± o \2_ A'± c 

Uo; ^2 ^2 -" \ J5 4- D / "~ B^ ±D^ u. s. w. 

Oder allgemeiner: 

Nach dem KS. hat man aus (9) auch: 



^7^ l/^ l/^ l/A±£. VA±v'c 

(17) Kb-=K^=K B±i)-=yi^yF"-«-^- 
Oder allgemeiner: 

(18) J/-^- = |/_=J/-^-_-^_= ^^^^^ 

Man kann demnach aus der Gleichung (9) auch sofort 

hinschreiben: 

,.Q. mA' + nC' (pA + gCy 



^ ^ mV'B4-nVlD ^ V^ 



VA+n\rc _^/pA + qC 

u» ö. w . 



V B+ ny D V pB + qD 

Mit Hülfe des KS. kann man aus einer Quotienten- 
gleichung beliebig viele von ähnlicher Form bilden. Ist z. B. 
als Quotientengleichung 

(21) 1 = ^ 
gegeben, so hat man auch 

^ mx -\- an px -i- aq « ^^ + ^ x -]- na 

nx -\- hm qx-\-hp * mb -{- x b-\-nx 

f^ 3a; + 5a 4cX — 7a A ^ Sx -\- 6a + am 

^* 3b + 6x ~ U - Ix *• ¥ "" Sb + 6x + mx^'^'"^' 

h, X = Yab, 
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Alle diese GleichuDgen haben dieselbe Lösung, welche 
die Gleichung (21) hat, von der wir ausgegangen sind. 

Aus der Gleichung (9) gelangt man zu andern Gleichungen, 
wenn man einen Faktor aussondert. Man hat aus (9) 

einerseits, indem man -jr aussondert und für die bleibenden 

Quotienten nach dem ES. den allgemeinen Quotienten sucht: 



(22J ^ ^ ^ 



B ~' Ä \ ~ D ' Bp + Aq 



B D B 

Andererseits hat man aus (9) direkt: 

A C Am + Cn 



B n Bm + Dn 

Daher die Gleichung 

,g^^ V Am 4- Cn A Dp + Cq 

^ ^^ 'B^iT+nn ~ D ' Bp +~Äfj[ ' 

Aus der Gleichung (21) kann man darnach bilden: 

X a a / X b\ a px -\- hq 

b x b \ a X / b qx -\- ap 

und hat darnach als transformirte Gleichung 

mx + an a px + ^2 

nx + bm b qx -\- ap 



L, X = yab , 

c. Auflösung der symmetrischen Gleichungen 
des vierten Grades (AG. 11. 233 und 236). 

Bei den hier vorkommenden Erörterungen sind die homo- 
genen symmetrischen Gleichungen von der Form 

/oQ\ wa;* + nx^y -{- px^y^ -\- nxy^ -\- mx* a 

^ ^ m^x* '\- n^x^y -\- Py^x^y^ ■\- n^xy^ '\- m^^y* b 

besonders wichtig (AG. 11. 233). Aus einer solchen Gleichung 
lässt sich nur der Quotient der Gröfsen x und y bestimmen, 
oder, worauf es hier zunächst ankommt, der Quotient von 
X'\-y durch x — y. Dieser ist überall mit t bezeichnet, so dafs 

(24) f=*-±X 

^ ' X — y 

ist. Dies t hat also stets Bezug auf eine symmetrische 
Gleichung des vierten Grades von der Form (23). 
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Die Auflösung der Gleichung (23) geschieht am ein- 
fachsten dadurch, dafs man zunächst - + -^ oder besser 

/*j2 j yi 

— ^^-^ bestimmt. Diese Gröfse ist im Folgenden stets mit 
xy ° 

u bezeichnet, so dafs 

(25) «=^1+J^ 

^ "^ xy 

ist (AG. II. 233). Aus (23) ergiebt sich als Gleichung für u 

mu^ -[" ^^ + P — 2 a 

Wj w* + Wj M + Pi — 2 b 

Hieraus kann man u bestimmen, und daher nach (7) und (8) 
in a. durch korr. Add. auch t Die Auflösung einer sym- 
metrischen Gleichung des vierten GradeS ist darnach stets 
von der Auflösung einer quadratischen Gleichung für u ab- 
hängig. Die Auflösung dieser Gleichung führt stets auf eine 
Quadratwurzel. Diese Quadratwurzel ist im Folgenden 
stets mit r bezeichnet. 

Die weitere Behandlung der allgemeinen Gleichung ist 
umständlich und zwecklos. Was hier zu sagen ist, läfst sich 
besser an die Auflösung einer speciellen Gleichung anknüpfen. 
Es möge daher statt der allgemeinen Gleichung in (23) die 
specielle Gleichung 

/oßN (3a;^ — 2xy + 3y') {x + yY ^ a 
^^^^ 4 («2 + y^) {X — yY h 

gegeben sein. Dann erhält man, indem man links jeden Faktor 
durch xy dividirt, wegen (25) für u die Gleichung 

(3t* — 2) {u + 2) a 

^u{u — 2) T * 

Diese liefert 

2(2a+&) + 4r 2& 



U = 



4a — 3ft 2a -f 6 — 2r ' 



(27) r = ya^ + b^ . 
Man hat also nach (25) 

05* + 2/* 2a -f & -f 2r h 



%xy 4a — 36 2a -f 6 — 2r 

Hieraus nach (7) und (8) und wegen (24) 



(^«) ^ = y 2&~a + r = V r-^a~ 
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Aus (28) hat man weiter nach dem KS. einfach durch Addi- 
tion und Subtraktion 



(29) ,.y^^-.y±^^. 

Man kann auch t direkt suchen, ohne vorher erst ti zu 
bestimmen. Dann kommt man zuerst auf die Darstellungen 
in (29). Man hat nach (24) 

J = T-T ' ^- ^• 
x = X{t+\), y = X(t - 1). 

Setzt man dies in (26), so hebt sich k fort und man erhält 

2(/^+ 1) "~ 6 * 

Hieraus ergiebt sich t, wie in (29). In der Regel wird man 
jedoch schneller zum Ziele kommen, wenn man erst u be- 
stimmt. 

Aus (29) erhält man nach dem KS. (s. Eb.) als all- 
gemeine Darstellung von t 



(80) ' - V T-Vl7,li ^ (vgl.AG.I1233d). 

Da m und n beliebig sind, so ist die Zahl der Darstel- 
lungen" für t von der Form (28) und (29) endlos. Aus 
der allgemeinen Darstellung lassen sich alle übrigen ableiten. 
Setzt man in (30) für m und n bezw. 1) 1, 1; 2) 1, — 1; 
3) 1,0; 4) 0, 1, so erhält man die in (28) und (29) angegebenen 
Darstellungen. 

Aus irgend welchen zwei Darstellungen von t kann man 
übrigens die andern ableiten. So hat man aus (28) nach 
dem KS. 

j^ ^ l/ (3a -"& + r)p +"(a + h —1^ 
V (26 — a + r)p + (r — a)q 

Setzt man für p und q bezw. 1) 1,0; 2) 0, 1; 3) 1, 1; 4) 1,-1; 
5) m -|- w, m — n, so erhält man die Darstellungen von t in 
(28), (29) und (30). 

Jede Darstellung von t hat ihre Eigentümlichkeit. Aus 
der ersten Darstellung in (28) hat man 



(31) 
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wo A ein noch zu bestimmender Proportionalitätsfaktor ist 
(AG. IL 233 d). Ist nun ausser der Gleichung (26) zur Be- 
stimmung von X und y noch die Gleichung - 

xy = c 

gegeben, so erhält man durch die Substitution von (31) 

k\Aa - U) = c. 

Die Wurzelgröfse r verschwindet bei der Bestimmung von l, 
wenn man die erste Darstellung von t in (28) benutzt. Daher 
ist diese Darstellung die von t mit dem Index xy , also txy 
genannt. 

Hätte man als zweite Gleichung für x und y 

x^ + y^ = c, 

so müfste man die zweite Darstellung von t in (28) wählen, 
wenn bei der Bestimmung von A das r fortfallen sollte. Daher 
ist diese Darstellung die von t mit dem Index x^ + y*, also 
tgA ^ yi genannt. Aus ähnlichen Gründen sind die Darstellungen 
von t in (29) mit t^ + y und tx^y bezeichnet. Eigentlich hätten 
sie mit ^(x + y)^ und t^x^y^ bezeichnet werden sollen, doch 
kann hier kein Mifs Verständnis eintreten. 

Allgemein wird man in (30) m und n so annehmen 
können, dafs bei der Bestimmung von X mittelst der Gleichung 

(31i) ax^ + ßxy + «y^ = c 

r herausfällt. Dann würde diese Darstellung die von t mit 
dem Index aa? + ßxy + ay^ sein. Man hat, analog den 
Gleichungen in (31), nach (30) in (31^) zu setzen: 

X = k {y 2am + (a — 6 + r)w + ]/ (i — a + ^) ^^* -{- bn) 
y = l {y2am -\- {a — b -j- r)n — V (6 — a + r)m + bn)j 
das giebt, wenn r fortfallen soll, 

2a{n + m) + ß{n — m) = 0, d. h. 
m == /3 + 2a, w = /3 — 2«. 
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Darnach erhält man aus (30) 



/Qox . _i/ 2a{ß + 2 a) + {g - b + r)(ß-2a) 

^ÖJ:) lax- ^ßxy^ay- — y (j _ ^ ^ ,.) (^ + g«) + &(ß - 2a) ' 

Aus (32) mufs man, rückwärts schliefsend, die Darstel- 
lungen von t mit den Indices a; + y , x — y, xy ^ a;^ + ^^ 
erhalten, wenn man für a und ß bezw. 1) 1,2; 2) 1, — 2; 3) 0, 1; 
4) 1, setzt. Man hat darnach, mit den obigen Angaben 
übereinstimmend : 



1 / _'\/ ^ o i- __ -i /g -h + r 

1. Ta^ + ty — y 6_a + r "^^ ^^"S' "" K 6 

(33) 



« , _i /3^— 6 + r - __ 1 A + & - y 

Hier ist zu merken: 

tx-\.y hat kein r im Zähler, 

tx — y hat kein r im Nenner, 

txy hat r im Zähler und Nenner gleichmäfsig, 

^a;«+ y» hat r im Zähler und Nenner mit entgegengesetzten 
Zeichen. 

Allgemein gilt die Darstellung (32). Setzt man der 
Kürze halber 

(34) txJf.y=y^j tx — y = y -^ ) 

SO mufs allgemein sein 



/«.x . _'M/Ä (ß + 2a) + C(ß-2a) 

[^OOJ lax-^-rßxy-^ay^— J/ ^^jj ^ ga) + 7)(ß - 2«) * 

Diese Formel giebt an, wie man aus den Darstellungen 
von txJ{.y und tx — y die Darstellung von t mit einem vorher 
bestimmten Index findet. Hier ist vorausgesetzt, dafs r in 
den Darstellungen 1. und 2. dieselben Zeichen und dieselben 
Koefficienten hat. Ist das nicht der Fall, so mufs der eine 
Radikand in (34) erst in der Art erweitert werden, dafs diese 
Bedingungen stattfinden. 

Nach (35) oder (32) hat man für den ersten Faktor im 
Zähler der gegebenen Gleichung (26) 



ft i -i/ 2(r-6) • 

da « = 3, /3 = — 2, also /3 + 2a = 4, /3 — 2« = — 8 ist. 
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Alle Darstellungen von t sind selbstverständlich einander 
gleich, nur in der Form verschieden. Hätte man für a und 6 
reine Zahlen und r berechnet, so würden die Darstellungen 
auch in der Form gleich sein. 

Aus den oben angeführten Darstellungen von t kann 
man nach dem in (22) angew^endeten Verfahren noch Dar- 
stellungen von anderer Form ableiten. Man erhält nach (22) 
aus der 1. und 2. Darstellung von t in (33) ganz allgemein 



(36) t = -]/^. ij?. +i^i-+r>« . 

^ f (o — a + i')p + "2 

Setzt man hierin für j) und q bezw. 1) — 1,2; 2) 1,2; 3) 1,1, 
so erhält man die weiteren Darstellungen von t\ 

*r6*3a — 6 — r * V h a + b+r * V b ö + r 

Diese Darstellungen von t kann man, wenn auch etwas 
umständlich, doch auch direkt, ohne die allgemeine Dar- 
stellung in (36), aus den Darstellungen in (33) ableiten. Man 
mufs das r, welches eine Wurzelgröfse ist, nach der be- 
kannten Methode aus dem Nenner in den Zähler und aus 
dem Zähler in den Nenner bringen. Man hat z. B. den 
Radikanden der 3. Darstellung von t erstens mit a — 26 + r, 
zweitens mit 3a — 6 — r zu erweitem. Man erhält so: 



(37) ^=i/i?«--i)l^-.|-=4+r.. 

^ ^ r r* — (2& — a)^ 3a — & — r 

Nun ist nach (27) 

(3a - 6)2 _ ^2 _ 8a — 6a6 = 2a(4a - 36) 

^2 _ (^26 — ay = 4a6 - 36^ = 6(4a — 36). 

Daher geht (37) über in die 6. Darstellung. — Ebenso kann 
man die 7. und 8. Darstellung bezw. aus der 4. und 5. Dar- 
stellung ableiten. 

Alle bisherigen Darstellungen von t sind durch Quadrat- 
wurzeln ausgedrückt. Multiplicirt man zwei solche Darstel- 
lungen mit einander und zieht die Quadratwurzel, so mufs 
man Darstellungen von t erhalten, welche durch Wurzeln 
vierten Grades ausgedrückt sind. So erhält man 1) aus 
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4. und 5., 2) aus 1. und 2., 3) aus 7. und 8. die folgenden: 

4 . __ 4 



Q -j/ '2{r-^h) ^r. ^/ n 2{a-b + r) .. -i/a^ 2(ä 



+ r) 



+ r 

Diese drei Darstellungen sollen kurz mit t^ bezeichnet 
werden (AG. II. 236). Nur die erste dieser Darstellungen 
hat einen ähnlich geformten Radikanden, wie die Darstel- 
lungen 1 — 5. Eine andere Darstellung für t von dieser 
einfachen Form mit der Wurzel vierten Grades giebt 
es nicht. 

Alle Darstellungen von t^ haben die Eigentüm- 
lichkeit, dafs die Produkte aus Zähler und Nenner 
der Radikanden Quadrate sind. So ist: 

2(r - 6) . (r — a) = (a + 6 — rf 

2a(a - i + r) . 6(6 - a + r) = Aa^h^ 

2a\a + r) • 6^(6 + r) = a^b^ . (« + 6 + rf. 

Die erste Darstellung von t^ wird stets gefun- 
den, wenn man die beiden Darstellungen von t mit 
einander multiplicirt, deren Indices die quadrati- 
schen Faktoren des Zählers oder des Nenners der 
gegebenen Gleichung sind. 

Für die gegebene Gleichung (26) sind die quadratischen 
Faktoren des Zählers 3x^ — 2xy -{- 3y^ und (x + y)^. Die 
5. und die 1. Darstellung von t sind diejenigen, welche zu 
diesen Faktoren gehören. Die Multiplikation derselben giebt 



V a -f- — r — a -\- r V r — a' 

denn nach (27) ist (a + 6 — r) (6 — a -j- r) = 2a(r •— a), — 
Zu demselben Resultate würde man durch Multiplikation der 
2. und 4. Darstellung gelangen. 

Hat der Zähler links in der gegebenen Gleichung 
(23) den Faktor {x-^-yY, der Nenner den Faktor (x — yy, 
so findet man die Darstellung von ^^ stets sehr ein- 
fach durch Multiplikation der Darstellungen von ^, 
welche als Indices die andern quadratischen Fak- 
toren haben. 
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In der Gleichung (26) hat der Zähler links den Faktor 
(x + yY , der Nenner den Faktor (x — yf. Die andern 
quadratischen Faktoren sind 3rc^ — 2xy + 3t/^ und x^ + t/^. 
Die Darstellungen von ty welche diesen Faktoren entsprechen, 
sind ohen als die 5. und 4. angeführt. Multiplicirt man diese 
mit einander, so erhält man die angegebene Darstellung von 
t^ direkt, da sich der Faktor a -^h — r forthebt. 
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8. (a + 56 + x) (5a + 6 + a;) = 3(a + 6 + xj 



L. x=ya^ + lOah + h". 
9. (a + 56 + x) (5a + 6 + 3a;) = 4(a + 26 + xf 

L. a;=l/(a — 6)(a+ 116). 

10. (9a -- 76 + 3a;) (96 - 7a + 3a;) = (3a + 36 + xJ 

L. x=^y^d'— 14a6 + 962. 

11. (a + 176 + X) (17a + 6 + o;) = 9(a + 6 + a;)^ 



L. a;=l/a2 + 34a6 + 6\. 

a. Diese Gleichungen haben die Form 

(1) AC = B\ 

oder lassen sich doch leicht auf diese Form bringen. Es 
steht links ein Produkt, rechts ein Quadrat. In 8 hätte man 
die Gleichung genau genommen noch mit 3 multipliciren 
müssen, um die angegebene Form zu erhalten. 

Die erste Frage, welche uns hier entgegentritt, ist: 
Lassen sich Gleichungen von der oben an- 
gegebenen Form direkt aufstellen? 
Das ist, wenn nicht noch besondere Bedingungen gestellt 
werden, sehr einfach. Man wählt die Faktoren links beliebig 
und die Gröfse, deren Quadrat rechts steht, so, dafs bei der 
Entwickelung, da die Gleichung rein quadratisch sein soll, 
die Glieder mit x fortfallen. Hat man daher für eine zu 
bildende Gleichung 

(«a + j86 + yx) {a^a + ßj) + y^x) = (fia + i;6 + qx)^ 

die links stehenden Koefficienten a, /3 u. s, w. beliebig ge- 
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wählt, so sind /t, v, q so zu bestimmen, dafs sie den 61e 
chungen 

genügen. Hat man z. B. links das Produkt 

(3a + 56 + 2x) (4a - 5h + x) 

gewählt, so sind die Glieder mit der ersten Potenz von x: 

11 ax — hx = (IIa — h)x. 

Es mufs daher rechts bei der Entwickelung des Quadrats di 
Gröfse (IIa — V)x als doppeltes Produkt erscheinen un 
mithin rechts stehen 

y^^^ h ^7 oder (Ua — 6 + y ^) • 

Wählt man die erste Gröfse, so erhält man die Gleichung 
1. (3a + 56 + 2x) (4a — 36 + ;r) = 4" (Ha — 6 + 2a;)* 



L. x =iV73a2 _66a6 + 616l 
In derselben Weise erhält man 
2. (a - 76 + x) (3a —'6 - x) = (a + 36 + xf 



L. x = Ya^— Uab — bK 

Will man gröfsere Zahlen vermeiden, so mufs der Faktor 
von X, der links nach der Entwickelung des Produkts ent- 
steht, durch 2 teilbar sein. Soll das Resultat in Bezug auf 
a und 6 symmetrisch sein, so wählt man links am besten 
ein nach a und 6 symmetrisches Produkt, so dafs auch rechts 
das Quadrat nach a und 6 symmetrisch sein mufs. In dieser 
Weise erhält man z. B. weiter : 

3. (5a — 36 + 2x) (56 — 3a + 2x) = (2a + 26 + xf 

L. X = iZ-KlDa^ — 26a6 + 196^). 

4. (a + 36 + a;) (3a + 6 + ic) = 2(a + 6 + xf 

L. ^ == yä^ + 6a6~+F'- 

5. (3a + 76 + 2x) (la + 36 + 2x) = 5(a + 6 + 2xy 



L. x=ya^ + 3ab + l\ 
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In den beiden letzten Gleichungen mufs man, genau ge- 
nommen^ beiderseits noch bezw. mit 2 und 5 multipliciren, 
TFenn die Gleichungen die verlangte Form haben sollen. 
1). Aus den obigen Beispielen ersieht man, da(s man 
durch blofses Probiren nur zufällig zu einer Gleichung ge- 
iangt, welche bei der gewünschten Form eine zierliche Lö- 
sung liefert. Die Gleichungen 8 — 11 sind nicht durch Zu- 
fall oder Probiren gefunden, sondern durch einfache Schlüsse 
aus andern Gleichungen abgeleitet. Die zweite Frage ist 
dali^x:: 

Welches ist der Schlüssel für die Aufstellung 
dieser Gleichungen? 
Die Gleichungen sind abgeleitet aus homogenen 
®y 1X1 metrischen Gleichungen des vierten Grades mit 
z^w^ei Unbekannten. 

^us jeder symmetrischen Gleichung des vierten Grades 
Aarsti sich mindestens eine Gleichung von der hier behandelten 
Folrm ableiten. 

^Entwickelt man aus der symmetrischen Gleichung des 
"alerten Grades 

^a.eli den in Ec. und in AG. IL 233 und 236 aufgestellten 
^^■^etlxoden die verschiedenen Darstellungen von 

X — 2/ 
®^ erhält man: 



C3) 



Vba-\'h-\-r -i/la—h — r i/ 6 a -i/ft — a + r 



Die letzte Darstellung von t ist in den Algebraischen 



*) Das X der symmetrischen Gleichung des vierten Gra- 

,^^ ist nicht zu verwechseln mit dem x der hier behan- 

.^^^en und vorkommenden quadratischen Gleichungen. Das 

fn^ . gänzlich verschiedene Gröfsen. Das x in den quadratischen 

^^cHungen ist identisch mit dem r der Gleichungen des vierten 

^Mes. 

^ardey, zur Formation quadr. Gleich. 2 
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Gleichungen [s. IL 236] mit t^ bezeichnet. Nach Ec. und 
nach [IL 236] mufs das Produkt aus dem Zähler und dem. 
Nenner des Radikanden von t^ — und ein solches t^ läfsi^ 
sich nach [236] von jeder symmetrischen Gleichung des 
vierten Grades bilden — ein vollständiges Quadrat sein.^ 

hier also 

3 (a + 56 + r) (5a + 6 + r). 

Dies Quadrat ist nach [236] zu suchen, dem Produkte 
gleich und x statt r zu setzen, so erhält man eine Gleichung" 
von der verlangten Form. — Das Quadrat des ange- 
gebenen Produktes ergiebt sich dann von selbst^ 
wenn der Zähler oder der Nenner links in der sym- 
metrischen Gleichung des vierten Grades den Fak- 
tor {po -\- yf oder {x — yf hat, wie es in der Gleichung (2) 
der Fall ist. Dann hat man die Darstellung von t^ nur gleich 
der Darstellung von dem t zu setzen, welches den Faktor 
von {x + yY oder den von {x — yY zum Index hat. Hier 
in (2) hat {x + y)^ den Faktor xy, {x — yY den Faktor 
x^ — 4:Xy -|- y^. Man hat daher zu bilden: 

^4 = ^xy, oder 

Die erste Darstellung in (3) ist die für 4y, die letzte 
die für t^. Setzt man diese einander gleich und x statt r, 
so erhält man nach Fortschaflfung der Wurzeln 

3(a + 56 + o;) (5a + 6 + ä;) = 9(a + 6 + x)% 

d. h, die Gleichung 8. 

Sucht man für (2) nach Ec. die Darstellung von 
tx^ __ 4xy 4- y» 7 so findet man 



__-i/ 3(a + 6 + r) 
ta^a _ 4xy 4- y^ — J/ a + 6b + r ' 

Setzt man diese Darstellung gleich der von ^4 und ; 
statt r, so erhält man die angegebene Gleichung ebenfall 

Die Gleichung 9 ist direkt aufgestellt worden, in d' 
Weise, wie oben in a. angegeben ist. Man kann sie jedo» 
auch leicht aus der symmetrischen Gleichung des 4. Grac 
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ableiten. Man erhält hier nach Ec. für t die Formeln: 



K 66 V a — 7h + r ~ V a + 56 + r 

Will man aus diesen Darstellungeo von t eine Gleichung 
von der angegebenen Form bilden, so mufs man wegen des 
Radikanden von ^4 das Produkt {a -\- 6h -\- r) {6a-^h-{-3r) 
durch ein Quadrat ausdrücken. Dies geschieht nach den 
obigen Erörterungen am einfachsten, v^renn man 

setzt. Die 3. Darstellung in (5) ist die für t mit dem In- 
dex a^ — Gxy -|- y\ Sie ist nach (32) in Ec. gefunden. Man 
liat daher, indem man x statt r setzt, die Gleichung 

5a + 6 4- 3a; ^ / 2a + 46 + 2a; y , , 

a + ö6 4"^ \^a + 5^ + ^/ 

(a + 56 + x) (5a + 6 + 3a;) = 4 (a + 26 + xf 

L. x = y{a— 6) (a + 116> 

Die Gleichung 10 folgt aus der Gleichsetzung der 10. 
und 13. Darstellung von t in [IL 305], wenn man x statt 
^ setzt. In derselben Weise v^ürde aus der 5. und 11. Dar- 
stellung dort folgen 

(7 a - 96 + 3a?) (76 — 9a + 3x) = (3a + 36 — xf 

L. x = l/9a2— 14a6 + 96l 

Die Gleichung 11 ergiebt sich in derselben Weise aus 
der Gleichsetzung der 9. und 10. Darstellung von t in [IL 298]. 
— Aus der 5. und 11. Darstellung würde eine ähnliche 
Gleichung folgen. 

C. Es ist in b. gezeigt, dafs und wie man aus jeder 
symmetrischen Gleichung des 4. Grades eine reine quadra- 
tische Gleichung ableiten kann, welche die Form (1) oder 
die Form der Gleichungen 8—11 hat. Nun kann es aber 
sehr verschiedene symmetrische Gleichungen des 4. Grades 
geben, welche auf dasselbe r führen. Den verschiedenen 
symmetrischen Gleichungen des 4. Grades werden auch ver- 
schiedene Darstellungen von t entsprechen, und aus diesen 

2* 
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werden sich wieder verschiedene quadratische Gleichungen 
von der behandelten Form ableiten lassen. Diese müsser 
dann dieselbe Lösung haben. 

Es sei, um dies näher zu erörtern, erstens die sym. 
metrische Gleichung des 4. Grades 

, , 3x^ - 2xy + 3y^) (x + yY ^ a 
^^ 4 (x^ + 2/2) {X — y)* ~h 

gegeben. Dann erhält man nach Ec. folgende Darstellungen 
von t: 



-i/Sa — h-\-r l/a + ft — r -■/ 2a -i/a — 5 + 

V 2b — a + r ~ V r — a ~ V T-^T^^^ — y ^ 

Die 5. Darstellung ist die für t mit dem Index 3x^ — 
2xy -{- 3y^. Man erhält sie nach (32) in Ec. Aus ^a^+y* un»- 
hx^—2xy-\-3y^f d. h. aus der 2. und 5. Darstellung ergieb« 
sich t^ durch Multiplikation. Nach b. oben mufs man, wi 
aus der Gleichung (a) folgt, die hier in Betracht kommende 
Gleichung erhalten, wenn man 

^4 = ^8a;a— 2a:y + 32/*? oder 

bildet, d, h. wenn man die 6. und die 5. Darstellung, oder 
die 6. und die 2. Darstellung in (6) einander gleich und oc 
statt r setzt. Das giebt 

(ß) 2{x — a){x — b) = {a + b — xf 

L. X = Va^ + b\ 
Behandelt man zweitens die Gleichung 

- / s X* — Tx^y^ + 2/* « 

^^^^ ßxy (x^ + y^) ~ ~b 

in derselben Weise, so erhält man für t zunächst die Dar- 
stellungen 



1 / 3a 4- 26 4- 3 r -1/36 — 2a + 2r _ 1/12 »^ +^13 6 

, r 3a — 2ö + 3r V Sl) + 2(i^-2r ~" V 12ci^+~bb 

(7) , 

_ l/^?_a - ^^ _ l/öo+i^M- 13r __ W o ■ 7,2 

— K i2r-i36~" K 5a-126 + 13r' r— ^a -|- ^ . 
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Jetzt ist nur noch das Produkt (5a + 126 + 13r)- 

(5a — 126 + 13r) durch ein Quadrat auszudrücken. Dies 

Quadrat ist hier, da in der Gleichung (a^) links weder im 

Zahlet noch im Nenner der Faktor {x + yf oder {x — yY 

vorkommt, nicht so leicht zu finden, wie bei den Gleichungen 

(2y, (4) und (a). Hier hat man wegen der Bedeutung von 

r einerseits : 

(8) (3a + 26 + 3r) (36 - 2a + 2r) = 6 (5a + 126 + 13r), 

(9> (3a — 26 + 3r) (36 + 2a - 2r) = 6(5a— 126 + 13r). 

Andrerseits hat man wegen txy = fer^^+y» auch 

(10> (3a + 26 + 3r) (36 + 2a - 2r) 

== (3a — 26 + 3r) (36 - 2a + 2r) = 6 (13a + 5r). 

Die Multiplikation von (8) und (9) giebt mit Benutzung 
von. (10), wenn man zugleich x statt r setzt, die Gleichung 

(ßx> (5a + 126 + 13a:) (5a — 126 +V6x) = (13a + bxf 

L. x = ya^ + V'. 

Einfacher kommt man hier, wie in allen ähnlichen Fällen, 
^**' ekt zum Ziele. Man entwickelt das oben angegebene 
*'o<iukt, setzt o* + ^* statt r* und findet, dafs 

Cöa + 126 + 13r) (5o — 126 + 13r) 

= 194a« + 256* + 130ar 

^®"*'> dies also, da in 130ar das doppelte Produkt enthalten 
^^^■^ti mufs, nur (13 a + 5r)^ sein kann u. s. w. 

Behandelt man drittens in derselben Weise dieOleichung 

(^2) 'ixy (rc* + 2/^) 6 ' 

^^ erhält man zunächst für t die Darstellungen: 



(11) . , I 

K4r-66 K5r-3a-46' r — K« •+- ^ • 

Man erhält hieraus die Gleichung 
(/S2) (5ic — 3a + 46) (5x - 3a -46) = (5a - 3^^)'-^ 

L. X = yd' + V\ 
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Aus den drei verschiedenen symmetrischen Gleichungen, 
des 4. Grades (a), («j) und (oj), welche alle auf dieselbe 
Quadratwurzel 

führen, sind, indem man x statt r gesetzt hat, die Gleichunge 
(/}), (/Jj) und (ß^) abgeleitet, drei verschiedene quadratisch. 
Gleichungen von der Form (1) oder von der Form ds 
Gleichungen 8 — 11, welche alle dieselbe Lösung 

(12) x = Va' + h^ 
haben. 

Man mufs daher schliefsen: Eine quadratisch 
Gleichung von der Form (1) oder von der Form de 
Gleichungen 8 — 11, welche eine bestimmte Losun 
hat, ist nicht die einzige dieser Art, sondern es gieb 
unzählige, welche alle dieselbe Form und dieselb 
Lösung haben. 

Für die Lösung (12) sind oben in (/}), (ft) und (ft 
drei Gleichungen aufgestellt; aber es giebt noch unza 
viele andere von derselben Form, welche ebenfalls die an 
gegebene Lösung haben. Auch lassen sich die Gleichunge 
(/}), (/Ji) und ß2 auf einander reduciren. 

d. Es tritt uns daher die dritte Frage entgegen: 

Wie transformirt man eine Gleichung von de 
Form ÄC = B^ in eine andere von derselben 
Form? 
Aus der Gleichung (1) hat man 

und kann daher nach dem ES (s. Eb.) auch setzen 

A Am + Bn 

'B ~ Bm + Cn' 

Hieraus folgt weiter durch korr. Add. nach Ea., indem man 
die Zähler ungeändert läfst. 

Am -f- Bn , , 

:t i— 7v^ i—ry—. — , u. Ja. 







Am + Bn {Am + Bn) m + {Bm + Cn) n^ 

L Ä {Am^ + 2Bmn + 6V) = {Am + BYif. 
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Diese Gleichung hat dieselbe Form, welche die Gleichung 
(1) hat, und zugleich dieselbe Lösung, ist also nur eine Um- 
formung der Gleichung (1). Führt man die Multiplikationen 
aus, so kommt man wieder auf die Gleichung (1); die will- 
kürlichen Faktoren m und n heben sich fort. — In derselben 
Weise hat man, indem mau C ungeändert läfst, 

II. (Äp^ + 2Bpq + Cq^) C = {Bp + Cqf. 

Multiplicirt man die Gleichungen I und 11 mit einander, 
beachtet, dafs AG === B^ und daher auch 

(^^m + Bn) (Bp + Cq) = B {Ämp + B (np + fi^q) + Cnq) 

i:st, so erhält man nach Forthebung des Faktors ÄC == B^ 
s allgemeinste Transformation der Gleichung (1) die Gleichung 

I. {Äm^ + 2Bmn + Cn^) {Äp^ + 2Bpq + Cq^) 

= (Ämp + ^ i^P + ^ff) + Cnqf. 
Man kann diese Gleichung auch direkt, ohne Hülfe der 
GS-leichungen I und 11 entwickeln. Man hat durch korr. Add. 
^xis (13) 

/HA\ Am + J^w Bm + C^w 

^^^^ Äp + Bq ~~Bp~l^Cq' 

Hieraus kann man, indem man erstens den ersten Quotienten 

^^=Ciit w, den zweiten mit n erweitert und den KS. mit Addi- 

"tion anwendet, zweitens den ersten Quotienten mit p^ den 

^^eiten mit q erweitert und abermals den KS. mit Addition 

einwendet, sofort hinschreiben 

^ ~^p\ Am^ + 2 Bmn + Cn^ A mp + B {np -{-mq) -}- Cnq 

^■^^^ Amp -\-B{np'\- mq) + Cnq "~ Ap^ + ^Bpq-fCq^ * 

Diese Gleichung ist von der Gleichung HI nicht ver- 
schieden. 

Die Gleichung HI hat dieselbe Form und dieselbe Lö- 
sung, wie die Gleichung (1). Sie enthält vier willkürliche 
Gröfsen: m, w, p und q. Über diese kann man beliebig ver- 
fügen, kann sie beliebig annehmen. Entwickelt man, so 
lieben sie sich alle wieder fort, und von der Gleichung III 
bleibt nichts übrig als die Gleichung (1). Damit ist denn 
die oben in c. aufgestellte Behauptung bewiesen: Es giebt 
unzählige Gleichungen, welche von derselben hier behandelten 
Form sind, und welche alle dieselbe Lösung haben. Zugleich 
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müssen alle Gleichungen ^ welche sich durch Transformation, 
aus einer Gleichung von der Form 8 — 11 ableiten lassen , 
ohne die Form zu ändern, in der Gleichung III enthalten 
sein, man hat nur die Gröfsen m, n, p und q in geeignetexr 
Weise zu bestimmen. 

Es sind oben, um dies an einem Beispiel zu zeigen, ixi 
c. bei (/}), (ßi) und (ß^) die Gleichungen gefunden worden i 

1) 2(x — a){x -h) = (a + h — xf 

(16) 2) (5a + 126 + 13a;) (5a - 126 + 13^) = (13a + 5a:> ^ 
3) (5a; — 3a + 46) (bx — 3a — 46) = (5a - 'dxf 

L. Ä) = Ycr+h\ 

Für die Gleichung 1) ist nach der Gleichung (1): 

(17) A = 2x — 2a, B = a + i — x, C = x — b. 

Setzt man diese Werte in III und zugleich 1) m = 1, m = &^ 
p = 6y g = 6; 2) m = 3, w = 2, jp = — 1, g = 2, so erhälfc 
man bezw. die Gleichungen 2) und 3). 

Die Werte für die willkürlichen Gröfsen sind in solchen. 
Fällen immer leicht zu bestimmen. Soll z. B. die Gleichung" 
1) mit Hülfe von III in 2) umgeformt werden, so mufs, wi& 
aus der Vergleichung von III und 2) folgt, 

Ämp + B(np -{- mq) + Cnq = 13a + 5a? 
gesetzt werden, d. h. wegen (17) 

(2x — 2a) mp + (a + 6 — x){np + ^Ö') + (^ — 6) nq 

= 13a + 5^- 
Hiernach mufs, wie aus der Vergleichung der Koefficienten 
von a, 6 und x folgt, sein: 

— 2mp -^ np -{- mq = 13 

np + mq — nq =0 

2mp — np — mq -{- nq == 5 

Hieraus erhält man durch Elimination von p und q für m 
und n die quadratische Gleichung 

36 m^ — 36mn + 5^*^ == 0. 
Diese liefert 

m, 5 1 



Id. AC = B\ 25 

Man würde dieselben Werte für — erhalten. Setzt man 

m ^= l,n = 6, so mufs^ = 5,12 = 6 sein. Eine vorher be- 
stimmte Transformation ist hier daher stets von der 
Auflösung einer quadratischen Gleichung abhängig. 
Um zu zeigen, wie mannigfaltig die Gleichungen sein 
können, welche dieselbe hier behandelte Form und dieselbe 
Lösung haben, möge auf die Gleichung 1) in (16) die Trans- 
formationsformel III angewendet werden für folgende einfachen 
Werte von bzw. m, n, p und q: 1) 1, 1, 1, — 1; 2) 2, 1, 2, 
- 1; 3) 2, 1, 1, 2; 4) 1, 2, 1, - 2; 5) 2, - 1, 1, - 2; 
6) 1, 3, 1, - 3; 7) 3, 1, 3, - 1; 8) 3, 1, 1, 3; 9) 2, 3, 3, 2. 

Dann geht III bezw. zunächst über in: 

1) r^ + 25 + c) {Ä — 2B + c) = {A- cy 

2) i4:A + 4:B + C)(4A-4B-\-C) = {4A-Cy 

3) (4^ ^ 4:B + C) {A + 4B -\- 4C) = (2A + 5B + 2Cf 

4) (^ + 4.B + 4(7) {A — 4:B-\- 40) = {A — 4Cy 

5) (4A — 4B-]-C){A-4B-^4C)='(2A-5B-\-2Cy (18) 

6) (^ + 65 + 9C) (A — 6B-\-9C) = {A- 9Cy 
'') (ßA-^6B-\-G)(9A-6B + C)'=(ßA-Cy 

8) (9^ + 65 + C) (^ + 65 + 9C) = (3^ + 105 + 36')" 

9) (44 + 125+9C)(9^-fl25+4C) = (6^+135+6C)l 

Alle diese Gleichungen sind nur einfache Umformungen 
"®*' Gleichung (1). Entwickelt man, so kommt man immer 
'^^t auf die Gleichung AC = B\ 

Setzt man in den Gleichungen (18) für A, 5 und C die 
'•^ (17) angegebenen Werte, so erhält man als einfachste 
^öiformungen der Gleichung 1) in (16): 

e. {x + b) (5x — 4a — 36) = (a; - 2a + by 

7. (5a; — 4a + 36) (I3x — 12a — 56) = (7a; — Sa + 6)^ 

8. (5a! — 4a + 36) (2a; + 2a) = (a; + « + 36)« 

9. (a; ■+■ a) (5a; - 3a — 46) = (a; + o - 26)* 

10. (12a + 56 — 13a;) (6a + 86 - lOx) =(9a + 76 - IIa;)« 

11. (5a; + 4o - 36) (17a; — 8a — 15 6) = (7 a; + 2a — 96)« 

12. (13a;— 12a + 56)(25a;— 24a-76)=(17a;-18a+6} 
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13. (13a;— 12a + 5l>) (öx + 4«— U) = (4a + 76 — «>* 

14. (5a; + 4a + 36) (10a; - Ga + 86) = (5a; + o + 7&^*. 
Alle 9 Gleichungen haben dieselbe Lösung, wie 1) in (1^>^, 

Für die Gleichung 8, die oben zu Anfang aufgefßhrt 
würde, nachdem man, um die Form (1) genau herzustellc 
beide Seiten mit 3 multiplicirt hat, sein: 

^ = 3a + 156 + 3a; 

(19) £ = 3a + 36 + 3a; 

(7 = 5a + 6 + a;. 

Benutzt man diese Werte für die ersten 5 Gleichung 
in (18), so erhält man als Umformungen der Gleichung 

15. (7a + 116 + 5a;) (a + 56 — a;) = (a; - a + 76)* 

16. (29a + 736 + 25a;) (5a + 496+a;) =(7a+596+ll£ac?^J 

17. (29a + 736 + 25a;) (35a + 316 + 19a;) 

= (31a + 476 + 23a;)* 

18. (35a + 316 + 19a;)(lla + 76 — 5a;)=(17o-116 

19. (5a + 496 + a;) (ila + 76 - 5a;) = (o + 176 — 7a;)« 

L. x = Yär+ lOab + 6*. 

Um die oben aufgeführte Gleichung 9 zu transformir 
hat man zu setzen: 

J. = a + 56 + a; 

(20) jB = 2a + 46 + 2a; 

C = 5a + 6 + 3x. 

Dann ergeben die ersten 5 Gleichungen in (18) als 
formationen von 9: 

20. (5a + 76 + 4a;) (a - 6) = (2a — 26 + xf 

21. (17a + 376 + 15x) (a + 56 — ^) = (x — a + 196)» 

22. (17a + 376 + 15a;) (29a + 256 + 21a;) 

= 4(lla+ 166 + 9a;)^ 

23. (29a+256+21a;)(13a— 76 + 5a;) = (19a — 6+lla;) 

24. (a + 56 - x) (13a - 76 + 5a;) = 4 (x - a + 46)« 

L. x = y{a — 6) (a +"116)7 
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Für die oben aufgeführte Gleichung 10 hat man: 

^ = 9o — 76 + 3a; 

(21) B = da + 3b + x 

C = 9b — la-\-3x. 

Dann geben die ersten 5 Gleichungen in (18) als Umfor- 
mungen von 10 folgende Gleichungen: 

26. (x-\-a + V)(x — a-b) = 8(a — bf 

36. (41a— 76+19a;)(17a-316+lla;)=(43a-37&+9a;)« 

37. (41a-76 + 19a;)(416— 7a+19a;)=(19o+196+17a;)* 

38. (19a;-7a + 416)(lla;-31o+17&) = (9a;— 37a+436)« 

39. (17a— 316+lla;)(17&— 31a+lla:) = (lla+116-73-)^ 

L. a; = y9a^ — Uab + 9b\ 

Zur Transformation der vorne aufgeführten Gleichung 
11 hat man zu setzen: 

Ä = a+nb-^x 

(22) B = Ba + 3b + 3x 
C=na + b-\-x 

und erhält aus den ersten 5 Gleichungen in (18): 

30. (3a -\-U + x) (Sa + db — x) = 8(a — bf 

31. (33a-f816 + 17a;)(9a+576 — 7a;) = (676-13a + 3a;)« 
33. (33o + 816 + 17«) (81a + 33& + 17a;) 

= (51a + 516+ 19a;)^ 

33. (81o+336+17a;)(57a+96— 7a;) = (67a— 13& + 3a;)* 

34. (9a + 576— 7a;)(57a + 9& — 7a;) = (21a+216-lla;)^ 

L. x = y^~+Uäb+V. 

Dafs man die hier behandelten Gleichungen auch direkt, 
ohne Anwendung der oben aufgestellten Formeln, trans- 
formiren kann, liegt auf der Hand. 

Dies kann erstens mit Hülfe der korr. Add. und des 
KS. geschehen, wie es in (14) und (15) allgemein für die 
Gleichung (1) gemacht ist. Man hat statt m, n, p und q 
nur beliebige, specielle Zahlen zu nehmen. Man mufs zu 
*dem Zwecke die gegebene Gleichung in eine Quotienten- 
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gleichung verwandeln, wie es für die Gleichung (1) in (13) 
geschehen ist. 

Für die Gleichung 10 z. B. 

(9a — 76 + ^x) (9b — 7a + 3x) = (3a + 36 + xy 

hat man: 

,^o\ 9a — 76 + Sx Sa + Sh + X 

^ ^ Sa + Sh + X 96 — 7a + Bx * 

Aus der Gleichung (13) hat man für beliebige Zahlen/ 
z. B. für 2; 1, 3, — 1 nach dem KS. die Gleichung 

2A + B 3A — B 



2B+ C 

2Ä + B 



SB — C ' 
2B + C 



also auch 



SÄ- B SB— C 

Auf diese Gleichung kann man das ursprüngliche Ver- 
fahren noch einmal anwenden, indem man bildet: 

2 (2J. + B) + {2B + C) _ S {2A + B) — {2B + C) 
2 {SA - B) + (SB ~-^G)~S{SA — B)— (SB — C) ' 

In derselben Weise erhält man aus der Gleichung (23) nach 
und nach: 

21a — 116 + 7x 24a — 246 + 8a; Sa — Sb + x 



16a 
a + 156 + 5a; 



— a + lö6 + 5a; 

21a— 116 + 7a; _ - 

3a — 36 + ^ 2o 

41a — 76 + 19a; 64a — 486 + 16a; 



2a 



2 



8a — 66 + 2a; 7a — 96 + 3a; 

Daher die gesuchte Transformation: 

35. (41a— 76 + 19rz;)(14a- 186 + G:r)=64(4a-36+a;) 
L. x = Y9a^ - 14a6 +^6^ 

Statt der hier gewählten Zahlen 2, 1, 3 und — 1 kann 
man beliebige andere wählen und erhält immer neue Um- 
formungen. 

Läfst man einen Faktor un geändert, so kann man die 
ganze Umformung in einer Zeile abmachen. So hat man aus (13): 

(24) "^ ^ 



A + B B + C 



xrÄqrö^^^'^ ^^''*' 
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Die beiden ersten Quotienten sind durch korr. Add. ge- 
funden, der dritte nach dem KS, aus den beiden ersten. Es 
mufs der Zähler des dritten Quotienten aus den Zählern der 
beiden ersten Quotienten ebenso gebildet werden, wie der 
Nenner des ersten Quotienten aus dem Zähler und Nenner 
des ersten ursprünglichen Quotienten. — In derselben Weise 
hat man auch: 

(^^i) A- B ^ B~^~G ^ A-'iB + G > ^' ^' 

A(Ä-^2B + C) = (A-^ By, 
Allgemeiner: 

(24^ ^ = ^ = Äm + Bn , , 

Ä (Am' + 2Bmn + Cn^) = (Am + Bnf. 
Nach (24) kann man aus (23) sofort hinschreiben: 

9a — 7& + 3a; 3a + 3h + x 12a — 46 + 40; , , 

12a — 46"+ 4x 12 6 — 4a + 4ä; 8a + 8~6"+ Sx ' 

36. (9a - 76 + 3a;) (2a + 26 + 2^) = 4 (3a ~ 6 + xf, 

L. wie in 35. 
Oder nach (24^): 

9a — 76 + 3a; __ 3a + 36 + a; 6 a — 106 + 2a; , , 

6a — 106 4-2^ 10a— 66— 2a; —4a — 46 + 4a; ' 

37. (9a — lh + 3x)(x-a — b) = (3a — 56 + xf. 

L. wie in 35. 

Aus den Gleichungen 36 und 37 kann man in derselben 
Weise wieder neue Gleichungen bilden, indem man den ersten 
und zweiten Faktor vertauscht, um auch den ersten Paktor 
zu ändern u. s. w. 

Ohne Formel kann man zweitens und einfacher auch 
auf folgende Weise verfahren: 

Man multiplicirt die Gleichung (1) mit 4m^n^; wo m 
und n ganz beliebige Zahlen sind, und zerlegt links das vier- 
fache -Produkt in die Differenz zweier Quadrate, vertauscht 
das zweite und dritte Glied der Gleichung und setzt statt 
der Differenz der Quadrate wieder das Produkt. — Man 
hat aus (1) 
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{Arn^ + Cn^f — {Am" - Cn«)« = 45»w*»* 
{Am^ + Cn^)2 - 42?«>»^w* == (^>»=' — Cw*)* 
IV. {Am^ + 2Bmn + Cm«) (^«j« -' 25m» + Cw*) 
= (^m* - Cn«)l 

Damit ist die Gleichung (1) transformirt. Man erhält 
diese Transformation aus III, wenn man in III p = m, q = n 
setzt; sie ist also nur ein specieller Fall von JH. 

Wendet man das hier angegebene Verfahren auf die 
Gleichung 10 an und nimmt z.6. m = 3, n = 1, so hat man: 

4. 9. 1. (9a - 76 + Sx) {9b - 7a + 3a;) 

= 36(3a + 36 + «)« 
(74a — 54& + 30a;)« — (88a - 726 + 24a;)« 

= (18a + 186 + 6a;)« 
(74a — 546 + 30a;)« — (18a + 186 + 6a;)« 

= (88a — 726 + 24a;)« 
(92a — 366 + 36a;) (56a — 726 + 24a;) 

= (88 a — 726 + 24a>)«, d. h. 

38. (23a - 96 + 9a;) (14a - 186 + 6a;) 

= (22a — 186 + 6a;)« 

L. x = yWöT^^Uab + 96«. 

Als einfachsten Fall würde man jw = n = 1 setzen. 
Dann hat man aus der Gleichung 10: 

(a + b + 3xy - (8a - 86)^ = (3a + 36 + x^ 
(a + 6 + 5xy - (3a + 36 + Sxf = (8a — 86)^ 
(4a + 46 + 4x) (2x — 2a- 26) = (8a — 86)% d. h. 

39. (;r + a + 6) {2x — 2a — 26) = 16(a — 6/ 
L. wie in 38. 

Wollte man aus der Gleichung 39 in derselben Weise 
weiter schliefsen, so würde man auf die ursprüngliche- Glei- 
chung 10 wieder zurückkommen. Man mufs dann schon 
Faktoren zu Hülfe nehmen, wie es bei Herstellung der For- 
mel IV geschehen ist. 
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e. In c. sind drei verschiedene symmetrische Gleichungen 
des 4. Grades («), (a^) und («g) angeführt worden, aus denen 
drei verschiedene Gleichungen (/3), (ß^) und (ß^) oder die 
Gleichungen in (16) hergeleitet sind, welche alle dieselbe 
Form (1) und dieselbe Lösung (12) haben. Die Gleichungen 
(a), («i) und («2) sind nicht durch Zufall gefunden. Es tritt 
uns daher die vierte Frage entgegen: 

Wie findet man eine symmetrische Gleichung 
des 4. Grades, welche auf eine Gleichung von 
der Form (1) führt, wenn die Lösung dieser 
Gleichung im voraus gegeben ist? 
Es möge die Lösung der quadratischen Gleichung 

1) x = Ya^ + b^ 

sein. Dann hat man die Aufgabe zu lösen: 

In einer symmetrischen Gleichung des vierten 
Grades von der Form 

^ ^ m^x* -{- n^x^y -{- PiX^y^ -{- n^xy^ -{- m^y^ b 

die Koefficienten m, n u. s. w. so zu bestimmen, 
dafs man bei der Auflösung dieser Gleichung 
auf eine Quadratwurzel 

(26) r = ]/a2+62 
kommt. 
Die Lösung dieser Aufgabe ist scheinbar nicht ohne 
Schwierigkeit, in der That aber sehr einfach. Man hat nur 
die Anmerkung zu AG. I. 406 zu beajphten. Der Zähler 
und der Nenner in (25) links sind so zu bestimmen, 
dafs sie, in (26) für a und b gesetzt, ein rationales r 
ergeben. Die oben gestellte Aufgabe ist daher im wesent- 
lichen nur eine Diophantische Aufgabe zweiten Grades. Es 
sind zunächst in (26) für a und b nur solche Ausdrücke zu 
suchen, welche die Wurzel rational machen. Man kann setzen 



und erhält 



Va' + 


V — a + hz 


b — 


2az -\- bz^ 


a 


1 Z^ 


b 


2z ' 
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w 



V" — w n 



d. h., wenn man z = — setzt, 

Diese Gleichung mufs mit der Gleichung (25) identisch werden. 
Man hat daher für v und w in (27) nur ganz beliebige 
homogene symmetrische quadratische Ausdrücke von x und y 
zu setzen, und die gesuchte Gleichung (25) ist gefunden. 
Man kann allgemein setzen: 

(28) ^ = «^' +ß^y +«y^ 

w = a^x^ + ß^xy + «1^1 
Dann erhält man aus (27) 
foq\ («^1+ ß^y + «2/T — _(«i -'c' + fta?!/ + <^iyT ^ _« 

als die gesuchte symmetrische Gleichung des viertexi 
Grades, deren Auflösung auf die Quadratwurzel (26) uU-d 
daher auf eine solche quadratische Gleichung von der PornO- 
(1) führen mufs, deren Lösung in 1) gegeben ist. 
Aus (29) findet man 

/QQN ccx^ + ßxy + ay^ ^^ .!L"t?_ = _^ 



für r = ya^ + h\ also 

x'^ + y' _ (^ + «) Pi - hß ^ bß, -{r-a )ß ^ 
xy bot — (r -j- «) «1 (** — a) a — bai 

Hieraus sind die Darstellungen von t zu entwickeln und ac«- 
diesen die quadratische Gleichung zu formiren. Man Sni^^^ 
wenn man im Nenner mit 2 multiplicirt und einfache kor:^^^ 
Add. anwendet, nach (8) in Ea. und nach (28) in Ec. 



V (2a,+ß,) {r + a) - (2a+ P)& V (2a, 



_(5)(r-a)-2K-ft)fr _ 



+ ft)&-(2a + P)(r-a) 

Nach AG. I. 406 d. müssen dies die Darstellungen von 
mit den Indices a^a? -{- ßiXy -{- a^y^ und ax^ + ßxy -j- ay 
sein. Nach Ec. und nach AG. IL 236 mufs man wegen de^ 
Nenners in (29) diese Darstellungen multipliciren, um t^ zct- 
erhalten. Setzt man der Kürze wegen 

2a + ß = m '^(^i + ßi=P 

2a — ß = n 2«! — ß^ = q^ 



so hat man 




le 


. Ä(J 


-B\ 

l/n{r ■ 
V pb- 






(31) t = 
und weiter: 


' V p {r 


- q{r 
+ a) 


+ a) 
— mb 


-a)- 
- m{r 


-qb 

-a) 
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Daher endlich 

. 1 / (n^ + 2^) ^ — (**^ — 3*) " — 2nqb 

* r (w* + i)*)r — (m* — jp*) a — impb ' 

Es ist nur noch das Produkt des Zählers und Nenners im 
Radikanden von ^^ zu suchen. Nun hat man für die links 
in (32) vorkommenden Faktoren 

(nb — Q(f -{- cm (pb — m{r — a)) 
= b ({mn — pq)a + {^Q + np)b — (mn + pq)r) , 

(jp(r + ^) — ^&) {^(^ — ^) "~ Ö'^) 
= b kmn — jpg')ö^ + {niq + njp)6 — (mw -{- pq)r) 

Daher folgt aus der Multiplikation des Zählers und des 
Nenners im Radikanden von t^ oder der Gleichungen (32), 
wenn man — x statt r setzt, was gestattet ist, da r eine 
Quadratwurzel ist, die gesuchte quadratische Gleichung 

((m^--p^)x + 2mpb + (m^'\'p^)x) ((n^—q^)a + 2^136+ (^^+ Q^)^) 

(33) =^(mn — pq)a + (^3 + wi>)& + (^^ +jP2)^)^ 

L. a; = yär+T\ 

Die Gröfsen iw, w, ^ und q sind willkürlich. Man kann 
für dieselben ganz beliebige Zahlen setzen und so unend- 
lich viele Gleichungen erhalten, welche den gestell- 
ten Anforderungen genügen, d. h. welche alle die- 
selbe Lösung 1) und dieselbe Form (1) haben. 

Die Aufstellung der Gleichung (33) war wegen der All- 
gemeinheit der Betrachtung ein wenig umständlich. Es wird 
sich später zeigen, dafs sich diese Gleichung direkt aus der 
gegebenen Lösung formiren läfst. Nimmt man statt der in 
(28) gemachten allgemeinen Substitution specielle Fälle, so 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 3 
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ist die Entwickelung der quadratischen Gleichung nur seV 
einfach. 

Setzt man in (27) erstens 

V = 2{x^ + y^), iv = (x — yY, also 

V -{- tv = Sx^ — 2xy + 3y^, v — w? = (a; + y)*, 

so geht (27) über in die oben in c. behandelte Gleichung 

W ^{x* + y^)(x — yy b ' 

Die gemachten Substitutionen sind gewählt, um in der si 
ergebenden symmetrischen Gleichung des 4. Grades links i 
Zähler den Faktor {x + y)^, im Nenner den Faktor (x — y)* 
zu erhalten, damit sich schlief slich ^^ leicht entwickeln lällsi^- 
Setzt man in (27) zweitens 

V = x^ -\- y^y w = Sxy, 

so erhält man die oben in c. behandelte Gleichung 

^"^^ 6xy{x^ + y^) b ' 

Setzt man in (27) drittens 

so geht (27) über in die oben in c. behandelte Gleichung 

/ N rc* + x^y^ + y* _a 
^"2^ ^xyix^ + y2) ^ 6 ■ 

Auf dem hier angegebenen Wege sind die oben in 

behandelten symmetrischen Gleichungen des 4. Grades g' 

funden. Es ist dort gezeigt, dafs sie auf dieselbe QuadriS^ 

Wurzel 

r=}/a2+62 

führen, und dafs und wie man aus denselben eine quadr^ 
tische Gleichung von der hier behandelten Form ableite ^'^ 
kann, deren Lösung die oben in 1) angegebene ist. 

Aus dem Obigen erhellt auch, dafs die Zahl der syic»-'' 
metrischen Gleichungen des 4. Grades, deren Auflösung ai:J-^ 
dieselbe Quadratwurzel, hier auf die in 1) angegebene, führ'4> 
unendlich ist. 

Es möge als Lösung 

2) x^yä^~+\Öa}) + ¥ 



1 
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gegeben sein. Um die Wurzel rational zu machen, kann man 
nach der Theorie der Diophantischen Gleichungen setzen: 
X = a -\- h^j a0 -{- b, (« + 6) + 2his, (5a + 6) — 2a0, 
(a + 56) — 26jef. Wählt man das letztere, so erhält man 

Ya^ + lOab + 6^ = }/(a + 5by — 246^ = (a + 56) - 26^ 

66 = (a + 56);^ - 6^2 

a^ _ g» — 6g + 6 (g — 3) (g — 2) 

b z z ' 

V 

also, wenn man — statt s setzt, 

/g^N (t? — 3to)(t? — 2to) ^ a^ ^ 

Setzt man hierin 

V = 3{x — y)^, ec; = a;^ — 4xy + y^, 

so erhält man die Gleichung (2). Setzt man 

v = (x + yf, w = 2xy, 
so giebt das 

.ORN (g?* — 4a;y + y') {x — y)^ _ o^ 
^^"^^ ^xy{x + yy ~ b 

Aus dieser Gleichung ergeben sich als Darstellungen von t: 

(36) l/ a + ^^ + r _T/ a-76 + r ^ l)^ - + ^^^ + ^) , 
^ ^ r a '\- b -\- r V Sa — b — r V 5a + & + ^ 

r=ya^ + 10ab + bK 

Setzt man die 1. und 3. Darstellung einander gleich und 
X statt r, so erhält man ebenfalls die Gleichung 8: 

(a + 56 + x) (5a + 6 + ir) = 3(a + 6 + xf 

L. X = l/a^ + 10a6 + 61 

Setzt man in (34) 

V = x^ -\- y^, w = xy, 
so erhält man 

^ ^ xy(x^ + 2/*) & 

Hieraus ergeben sich als Darstellungen von t: 

■i/ a + 9& + r -i/ llft + g — r -i /g + 6& + 5r 

r g + & + ^ ^ ft — g + r V 5g + & + r 

(38) 4 , - 

3* 
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Die 3. Darstellung ist die für t mit dem Index sc^ — 3xy + y\ 
Sie ist gefunden nach (32) in Ee. Setzt man die 3. und 
4. Darstellung einander gleich und x statt r^ so erhält man 

40. (pa + 496 + x) (5a + & + x) = {a + 5b + oxf 

L. x=ya'+ 10ah + h\ 

Dafs man diese Gleichung auch durch Transformation 
nach d. aus der Gleichung 8 ableiten kann^ ist einleuchtend. 
Es mosre als Losun«; 



3) X = y.a — h\ (a + 116; 

gegeben sein. Hier kann man^ um die Wurzel rational zu 
machen, setzen: .r = a + bz, {a + 56» + bz, (a + llb)Zy 
\a — b}z. Für den letzten Fall hat man 

(a - 6) (a + 116'i = (a — bf^ 

CT+ nb = (a — b^^ 



a 



=' + 11 
:- — 1 



für z =■ — 



IT 



--o\ « r-+llif- 

o r- — tr- 



Setzt man hierin weiter 

v = \ (.r — \xy + r), *r = xy, 

so erhalt man die oben in (4) angegebene symmetrische 
Gleichung des 4. Grades 

-r- — 4xv — «/- - -r- 44-r-tf- a 

^x* — 6.1-v -^ v^ X — V * 6 

iind kommt, wie dort gezeigt ist. direkt auf die Gleichung 9. 
— Setzt man in 39 ^ 

r = ^ -f xy -r f? <^ = -ry, 

so erhalt man 

. -- j:' -f- X '/ — »;** — llx'v- a 

,41»: ' ^* — • i— = — . 

■ ■ X' -^ M^' X -^ y>- b 

Hieraus folsem die Darstellunsren von ti 

4 



.y. 1 r -^ '1 — 6 1 .'.• — 56 ~ r l/^ + 56 + r 
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Setzt man die 2. und 3. Darstellung einander gleicli und 
ac statt r, so erhält man 

41. (5a + 6 — 3x) (a + 5b + x) = (Ib — a — xf 
L. x= Via—b) {a -filbj. 

Diese Gleichung läfst sich nach der Formel II in d. 
leicht auf die Gleichung 9 reduciren, da beide links den 
Faktor a -{- 6b -{- x gemeinsam haben. 

Es sind als Lösung 

4) x=ya^'-¥ 

gegeben. Setzt man, um die Wurzel rational zu machen, 

X "~"~ n, — — bj2 ^i 
SO hat man weiter ' ^ 

a^ — b^ = {a — b8f 

-r- = — '/' -, also für s = — 
b 2z ' tu 

a v'^ -\- lü^ 

h 2 VW 

Setzt man hierin 

w ^= x^ -{- \f^ V = xy^ 

so erhält man dte symmetrische Gleichung des 4. Grades 

(42) 2a;2/(^+ \f) ~ T ' 

Hieraus ergeben sich die Darstellungen von t: 

4 



io\ -l/ g + 2 b + r_ 1 /& -f 2a-- 2r 1 A« +_4& — 3r 

^ ^ V a — 2 6 + 7 ~ y b^2ä~+'ir '~ V ba -^ib^-^r^ 

Drückt man das Produkt des Zählers und des Nenners im 
Radikanden von t^ durch ein Quadrat aus und setzt x statt /•, 
so erhält man 

42. (5a + 46 - 3x) (5a - 46 — 3:^) = (5^ — Saf 

L. x=ya^ - b\ 

Vergleicht man diese Gleichung mit (1), so ist 

A = 6a-{-4b — 3x 
C = 5a — 4b — 3x 
B = 5x — 3a. 

*) Man hätte auch x = {a — b)z setzen können. 
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Setzt man diese Werte in die 5 ersten der oben in (18) ent^ 
wickelten Transforniationsformeln, so erhält man: 

43. (o + x)(a-x) = b* 

U. (13a + 12t + 5x) (37o + 126 — 35«) 

= (15a + 206 — 9a;)'' 

46. (13a + 126 + 5a;) (13a - 126 + 5a;) = (5a + 13a;)» 

46. (13a - 126 + 5a;) (37a - 126 — 35a:) 

= (9a; — 15a + 206)* 

47. (37a+ 126- 35a;)(37tt- 126 - 35a;)=(35a-37a;)«. 

Die allen diesen Gleichungen gemeinsame Lösung is—t 
wie bei 42, 







X ■■ 


==}/a«~i«. 




Es 


sei als Lösung 










5) 


X — y<ib 




gegeben. 


Dann hat 


man 
X = 


= Yab =«• 1)0 






a = 


^bz\ 


A 9 





Setzt man 

t; = x^ + 3xy + y^; w = a^ — xy -^ y^, 
so erhält man 

fAA\ (^' + ^^y + y)' _ ± 

^ ^ (x' -xy + yy — b' 
Hieraus als Darstellungen von t: 

"^^^^ V bb — r Y br - a F a + 25& - lOr ' 

r =|/a&. 

Dann erhält man weiter in der schon oft angewendeten 
Weise: 

48. (9a + 6 + Qx) {a + 256 - 10a;) = (14a; — 3a + bhf 

L. X =^yab' 

Auch aus dieser Gleichung kann man, wie oben aus der 
Gleichung 42, durch Transformation beliebig viele andere 
entwickeln. 
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f. In e. ist gezeigt, dafs man bei einer vorherbestimmten 
Lösung für eine quadratische Gleichung unendliche viele sym- 
metrische Gleichungen des 4. Grades entwickeln kann, von 
denen jede eine quadratische Gleichung von der verlangten 
Form und mit der gegebenen Lösung liefert. Aus den obigen 
Erörterungen erhellt aber auch zugleich, dafs man nur selten 
auf eine symmetrische Gleichung des 4. Grades kommen wird, 
aus welcher sich gerade eine vorgelegte bestimmte quadra- 
tische Gleichung mit der angegebenen Lösung ergiebt. 

Es liegt daher die fünfte Frage nahe: 

Wenn eine reine quadratische Gleichung von 
der Form (1) nebst ihrer Lösung gegeben ist, 
wie findet man die symmetrische Gleichung 
des vierten Grades, welche direkt die gegebene 
quadratische Gleichung liefert? 

Das einfachste Verfahren, um diese Aufgabe zu lösen, 
ist, die vorgelegte quadratische Gleichung als Quotienten- 
gleichung zu formiren und die Quotienten als Darstellungen 
von 

t' oder (^+-yX 

aufzufassen. 

So hat man für die Gleichung 10, indem man r für x 
setzt, 

■ 9a — 7& + 3r 3a + 3& + r 



3a -f 3& + r 9& — 7a + 3r 



VaT— y) 



r=y9a' - Uah + 9¥. 

Jetzt ist nur r zu eliminiren und der Quotient j zu be- 
stimmen. Durch Anwendung des KS. mit Addition und Sub- 
traktion hat man zunächst 

3a — 6 + r 3a — 56 -f r /x + yV 

3& — a -f r 5a — 36 — r \x — y / ' 

und hieraus auf demselben Wege 



3a — 36 + r 26 

2a "3"6 — 3a + r 



\x — yf 
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Daher die beiden Gleichungen: 

;]a — 37> + r = 2a . ('*'-+ ^Y 

3i - 3a + r = 26 . fc-^-)* 

' U + 2// 

Um r fortzuschaffen, sind die Gleichungen von einander zu 
subtrahiren. Damit erhält man leicht 

(x^' — 4.xy '+ 2/*) {x + yf ^ b ' 
Hieraus ergeben sich als Darstellungen von t: 



V 36 — a+7"~ V 6a - "s &"+/• V dh—Ya + s'r V 3~ö 



3&+V- K dh—Ya + s'r~ V 30"+ 3"6 + •"' 

r = j/iTa^ -"i4ä6 + 9&^. 

Die 3. und 4. Darstellung sind bezw. die für t mit A&xx 
Indices x^ -f- 4a;y + y'^ und a?^ — Axy + y^. Sie sind naab- 
(32) in Ec. oder nach AG. IL 233 gefunden. 

Aus der Gleichsetzung der 3. und 4. Darstellung ergieb^^ 
sich, wenn man x statt r setzt, direkt die Gleichung 10, voxx 
der wir ausgegangen sind. — Aus der Multiplikation döi^ 
3. und 4. Darstellung würde t^ folgen; dies zu entwickelr:!^ 
ist jedoch in diesem Falle zur Aufstellung der betreffende 
Gleichung nicht nötig. 

Für die Gleichungr n hätte man zu setzen 



3a + 36 + 3r 



a + 176 + r 

5a + 6 -f- ** 
a + 56 + r 

X — a + 6 
66 



lla + h + r _( x + y Y , 
3a + 36 4- 3r ~\x^y)' ^' ^' 

\x — ?// ' 



a — 76 + r 
6a 



y 



^ ( ^ + y \ 

\x — y/ 



a 



r -^ a — l 
' \x — y/ 

r + a - 6 = 6a . (—7^) 
Durch Subtraktion mithin 

\x -\- y / \x — y / 

{x^ + A:xy + y^) {x + yY __ ja 
(ic* — 4ary -|- y^) {x — yy 6 ' 

die gesuchte symmetrische Gleichung des 4. Grades. 
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Aus derselben ergeben- sich als Darstellungen von t: 



y 6a + h+ r _i/ la — h — r _ji/ lla-{-h+r i/3(a + 6 + r) 
a+5&+r""r a — lh + r~V 3(o+& + r)~K a + 17ft+r 



Die 3. und 4. Darstellung sind bezw. die für t mit den 

Indices a? + ^^V + V^ ^^^ ^^ """ ^^V + J/^* Setzt man diese 
einander gleich und x statt r , so erhält man die Gleichung 11, 
von welcher wir ausgegangen sind. 

g. In a. sind Gleichungen von der hier behandelten 
Form aufgestellt, ohne dafs die Lösung vorherbestimmt war. 
Es ist in b. weiter gezeigt, dafs die eigentliche Quelle für 
diese Gleichungen die symmetrischen Gleichungen des vierten 
Grades sind. Es ist endlich in e. auch gezeigt, wie man mit 
HülTe der symmetrischen Gleichungen des 4. Grades quadra- 
tische Gleichungen von der hier behandelten Form aufstellen 
kann, wenn die Lösung vorher bestimmt ist. Es liegt daher 
die sechste Frage nahe: 

Wie kann man ohne Hülfe von symmetrischen 
Gleichungen des 4. Grades eine quadratische 
Gleichung von der Form (1) direkt aus der 
Lösung ableiten, wenn diese gegeben oder im 
voraus bestimmt ist? 

Man bringe diese Gleichung, durch welche die Lösung 
angegeben wird, auf die Form (1). Das ist immer sehr 
leicht, wenn es überhaupt möglich ist. Die so aufgestellte 
Gleichung ist dann nach d. beliebig zu transformiren. 

Einige Beispiele werden genügen, das Verfahren klar 
zu legen. 

Es sei als Lösung 

1) x=ya^+ 10a6 + 62 
gegeben. Dann hat man 

a;2 = a + lOal + &? = (a + 56)^ — 246^ 

(a + 56)2 _ ^2 _ 246^ 

(a + 56 + x) (a + 56 - rr) = 246^, 



US 
US 
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also, wenu mau uoch mit 6 multiplicirt, um die Form gexiK. an 
inne zu halten^ 

49. yßa + loh + 3x) (2a + lOb - 2x) = 1446* 

Damit ist die Aufgabe scliou gelost Aus dieser Gleich^:«, ng 
können durch Trausformation nach d. beliebig viele and^^re 
mit derselben Lösung abgeleitet werden. Wenn man ffir ^dlie 
gewonnene Gleichung das zur Formation der Gleichung (^=^3) 
angewendete Verfahren benutzt^ so hat man 

3(1 + 15/» + 3j- 126 

3»i + \bb + 3.1- 126 3q + 3b rf- 3a; 

3ci + 36 -f 3i 26 — 2(1 + 'ix ba + b + x ' 

Es ist gebildet 3a + 56 + 3a: durch korr. Subtraktion 
.Od + 156 + 3^) — 126, daher ebenso 26 — 2a + 2a;- 
126 — y2a + 106 — 2.r). Dann ist weiter der dritte Quofci ^^^ 
aus den beiden ersten nach dem KS. durch Subtraktion S^' 

bildet. Die Gleichsetzung des ersten und dritten jQuotieK:"— "^^^ 
giebt die Gleichung 8, nämlich 

(a + 56 + x) ypa + 6 + x) = 3(a + 6 + a;)* 

Es sei als Lösung ^ 

ire^obon. Dann hat man 

x^ c= „« -f. I0fi6 - 116* = (a + 56)* — 366* 

^,, + :,b\^ - .r* = 366* 
(4t;>l ,^„ -f. oft -f. o-^i .„ + 56 — x) = 356*. 

Damit ist die Aufgabe schon gi^löst, denn die Gleichung J^** 

die Form ^^O und die gogobone Ixvsung. Aus derselben las^^^ 

sich nach d. beliebig viele andere mit derselben Losung ^"' 

KMten. Tm gerade die Gleichung zu erhalten, kann md^; 

ohne Transforn^ationsfornieK ähnlich wie bei 35 — 37 verfahren. 

Man hat aus i^-lOV 

.1 ■\- ^^ + .r __ ^^ _ 

<W» (I + 56 — Jr 

.1 \ tsb -1 .r i\h _ 2a + 46 + 2a; ^ 

*^«i » 46 I ix ^76 rt + ,r ~ 5a + 6 + 8« * 



\ 
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Es ist durch korr. Subtraktion gebildet 2a + 46 + 2x aus 
2(« -|- 56 + a?) — 66, gleich dem doppelten Zähler vermindert 
um den Nenner, daher ebenso 76 — a + a; aus 2-66 

— (0+56 — x). Der Zähler und der Nenner des dritten 
Quotienten sind bezw. aus den Zählern und Nennern der 
beiden ersten Quotienten gebildet, wie der Nenner des ersten 
Quotienten aus dem Zähler und Nenner des ersten Quotienten 
der vorhergehenden Gleichung, d. h. nach dem KS. durch 
Subtraktion, nachdem der erste Quotient mit 2 erweitert ist. 

— Setzt man den ersten und dritten Quotienten einander 
gleich, so erhält man die Gleichung 9, nämlich 

(a + 56 + x) (5a + 6 + ^x) = 4(a + 26 + xf. 

Noch einfacher hat man aus der Lösung sofort 

(47) (a-6)(a+ \n) = x\ 

Damit ist eigentlich die Aufgabe schon gelöst. Will man 

durch direkte Transformation von (47) auf die Gleichung 9 

kommen, so hat man 

a + 115 X 

X a — b 

V^^J a^h + X 30^ U + X 

\^^) "4a + 8& + 4a? ~ 10a + 26 + 6a; ' ^' ^' 

(a + 56 + x) (5a + 6 + 3^;) = 4(a + 26 + x)\ 

öie Quotienten in (48) ergeben sich nach dem KS. aus den 

Quotienten der vorhergehenden Gleichung: der erste durch 

A-ddition; der zweite ebenfalls durch Addition, nachdem der 

^Weite der vorhergehenden Gleichung mit 3 erweitert ist. 

Weiter folgt (49) aus (48) durch korr. Addition: die Zähler 

durch einfache Addition, die Nenner ebenfalls durch Addition, 

Nachdem der Nenner mit 3 erweitert ist, nämlich 2a + 106 

+ 2a; = (a + 116 + a;) + (a — 6 + x), 4a + 86 + Ax 

== (a + 116 + ^) + 3(a — 6 + a;) u. s. w. 

Wendet man auf (47), wofür nach (1) 

J. = a — 6, B = Xy C=a+116 

ist, die 3., 8. und 9. der oben in (18) entwickelten Trans- 
formationsformeln an, so erhält man 
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60. (öflt + 76 + 4x) (5a + 436 + ix) = (4a + 206 + 5a;)* 

61. (5a + 6 + 3a;) (5o + 496 + 3x) = (3a + 156 + 5a;)* 
52. (13a + 956 + 12a:) (13a + 356 + 12x) 

= (12a + 606 + 13a;)* 

L. a; = y(a — 6) (a + lT6). 
Es sei als Lösung 

3) a;=}/9a*— i4a"6-f-96* 
gegeben. Dann hat man 

a;« = (3a - l hy - *.-6* + 96* d. h. 

9x^ - (9a — ny = 32&^ 
(ßx + 9a - Ih) (ßx - 9a + 76) = 3261 

Multiplicirt man beiderseits mit 2, so ist die Aufgabe gel^s^^- 
Um die Gleichuog 10 direkt abzuleiten, hat man 

~Sb 6 x"-^' 18 a +~lib 

3a? + 9a — 7h 86 3a; + 9a + 9& ^ 

3 ^'+'9^ + 9b Ux — 36~o~+ 36 6 27 a; — 63a + 816 

Die Nenner des ersten und zweiten Quotienten ergeben sic^l* 
aus den vorhergehenden Quotienten durch korr. Additioxi^ 
nachdem die Nenner mit 2 multiplicirt sind. Dann ergieT:>* 
sich der dritte Quotient nach dem KS. durch Addition, naeb"* 
dem der zweite mit 2 erweitert ist Setzt man den erstell 
Quotienten gleich dem dritten, so erhält man 

{3x + 9a — 76) (ßx + 96 - 7a) = (ic + 3a + 36)^ 

d. h. die Gleichung 10. 
Es sei als Lösung 



4) x = ya' + Uab + V' 

gegeben. Dann hat man 

(a+ 176)^ — a;2 = 28862 

(a + 176 + x)(a+ 176 - x) = 2886«. 

Multiplicirt man mit 2, so ist die Aufgabe gelöst. Um durch 
direkte Transformation auf die Gleichung 11 zu kommeHi 
hat man 



Ig. ÄC==^B\ 45 

a + nb + X 24& 

246 2a + 34& — 2a; 

a-Unh + x 24& Sa + Sb + Sx 



3a + 36 + 3a: 46 — 4a + 4a? 17a + b + x 

Es ist gebildet 3a + 36 + 3a; und 3(a + 176 + a:) — 2 • 246. 
Daraus ergiebt sich das Weitere von selbst. — Aus der 
Gleichsetzung des ersten und dritten Quotienten hat man 

(a + 176 + x) (na + 6 + rc) = 9(a + 6 + xf, 

d. h. die Gleichung 11. 
Es sei als Lösung 

5) x^Ya^ — ab + V 
gegeben. Dann hat man 

x^ = (a-'^hy+ 16^ 

4x^ - (2a — 6)2 = 36^ 

(2x + 2a - 6) {2x — 2a + h) = 36^ 

(6a; + 6a - 36) (2a; — 2a + 6) = 961 

Damit ist die Aufgabe gelöst. Um diese Gleichung zu trans- 
formiren, ist wegen (1) 

^ = 6a; + 6a — 36, i? = 36, C=2a;-2a + 6 

zu setzen. Dann erhält man nach den ersten 5 Formeln 
in (18) folgende Gleichungen: 

53. (a + 6 + 2a;) (a - 26 + 2a;) = (2a - 6 + xf 

54. (22a+6+26a;)(22a-236 + 26a;)=(26a-136+22a;)2 

55. (26a; +22a+ 6) (14a; — 2a +136)= 16a; + 8a + 116)2 
66. (14a;— 2a+136)(14a;-2a — 116) = (2a;-14a + 76)2 
57. (26a;+22a- 236) (14a;-2a-116)=(16a;+4a— 196)2 



L. x=ya^ -ab + b\ 
Es sei als Lösung 



6) x=yär+h' 

gegeben. Dann hat man 

x^ — a^ = 6^ 
(50) (a; + a)(a;~a)==6l 
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Damit ist die Aufgabe eigentlich schon gelöst. Um dii 
Gleichung zu transformiren, sind die Formeln in (18) weni§ 
geeignet, da hier die Gröfse -B, welche = h wird, zu ein. 
fach ist. Setzt man in der allgemeinen Formel III in c 
statt w, w, p und q bezw. 1) 1, 2, 2, 3; 2) 2, 1, 3, 
3) 4, 1, 2, 5, so erhält man als weitere Transformation^^ 
forraeln von (1): 

1) {A + AB + 4C) (4^ + 12 J? + 9C) 

2) {AA + 4J? + C) (9^ + 24-B + 16C) 
(51) =(6^+ 11J? + 4C)2 

3) (16^ + 8^ + C) (4^ + 20B + 25C) 

= (8^ + 22-B + 5C)l 

Hierin ist wegen (50) zu setzen: 

(52) A = x -{- üy B = b, C = X — a. 
Dann erhält man: 
58. (5x - 3a + 46) (13a: — 5a + 126) == (ßx - 4a + 70 

69. (5a: + 3a + 46) (25a: — 7a + 246) = (10a: + 2a + ll^O" 
60. (17a: + 15a+86)(29a:— 21a + 206)=(13a:+3a+22?0^ 

L. x=Y^~+b\ 

Diese Gleichungen bilden gleichsam eine Fortsetzung i^ 
Gleichungen (16) und der Gleichungen 6 — 14 in d. Aus allen 
diesen Gleichungen kann man wieder neue bilden, wenn man 
a und 6 yertauscht, was nach der Losung gestattet ist. Aucb 
kann man das Zeichen von a oder von 6 oder von x ändern u.s.w. 
Alle hier genannten Gleichungen müssen in der allgemeinen 
Gleichung (33) enthalten sein. So erhält man 58. aus (33), 
wenn man in (33) »i = 1, n = 2, p = 2, q = 3 setzt. 

Man mufs für die angegebene Losung eine allgemeine 
Gleichung auch erhalten^ wenn man die Substitution (52) in 
der allgemeinen Transformationsformel III in d. macht Man 
erhält 
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61. ((w^ — n^) a + 2mnh + {m^ + n^) x) • 

= {(mp — nq)a + (^3 + hj9)6 + (mp + nq)xY 

L. x=ya^ + b\ 

Diese Gleichung ist von der auf einem ganz andern 
Wege in (33) aufgestellten Gleichung nicht verschieden. Sie 
geht in jene über, wenn man p statt n, n statt p setzt. 

So läfst sich für jede Lösung eine allgemeine Gleichung 
von der Form (1) aufstellen, in welcher alle für die Lösung 
möglichen Gleichungen von der Form (1) enthalten sind. 
Für die meisten Lösungen werden jedoch diese allgemeinen 
Gleichungen etwas unförmlich. 

Es sei als Lösung 

7) x=ya^-¥ 
gegeben. Dann hat man 

a^ — x^ = b^ 

(a -j- x)(a — x) = b\ 

Wendet man, um diese Gleichung etwas ansehnliöher zu 
machen; auf dieselbe die Formeln in (51) an, wo also 

Ä = a -j- Xf B = by C = a — x 

zu setzen ist, so erhält man: 

62. (5a + 46 — 3a;) (13a + 126 - 6x) = (8a + 76 — Axf 

63. (5a + 46 + 3a;)(25a + 246-7a;) = (10a+116 + 2a:)2 

64. (17a+86+15a;)(29a+206-21a;)=(13a+226 + 3a;)2 

L. x = Vär^^¥7 

Diese Gleichungen ergeben sich aus den Gleichungen 
58 — 60, wenn man in den letzteren a und x vertauscht, 
überhaupt müssen alle Gleichungen, welche bisher für die 

Lösung X = Ya^ + ^^ aufgestellt sind, übergehen in Glei- 
chungen, welche die Lösung x = Ya^ — 6^ haben, wenn man 
a und X vertauscht; denn durch diese Vertauschung wird die 
Gleichung x^ = a^ -{- b^ in die Gleichung a^ = x^ -{- b% d. h. 
x^ ^= a^ — 6^ verwandelt. 
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Auch für diese Lösung irvfst sich leicht eine allgemeine 
Gleichung aufstellen. Man erhält sie am einfachsten aus 61, 
wenn man a und x vertauscht. Das giebt 

65. ((tw* + n^)a+ 2mnb + (w* — n«) x) • 

L. X = l/a^ - b\ 

In dieser Gleichung sind, wenn man den willkürlichen 
Grofsen m, w, j) und q nur die geeigneten Werte giebt, alle 
Gleichungen voh der Form (1) enthalten, welche die Lösung 

X = yd* — Ir haben. 

Es sei als Lösung 

8) x = yäh 

gegeben. Dann hat man 

ab = ar*. 

Damit ist die Aufgabe eigentlich schon gelöst. Wendet man 
uuf diese («leiehung die Formeln in (51) an, so erhält man, da 

(53) Ä = a. B = x, C = b 

KU setxen ist, folgende Gleichungen: 

«6. (« + 4fr + 4x^ v4<i + 9fr + 12j-^ = (2a + 6fr -f- Ixy 

«!• \,Aa + fr + 4j^ v'^ci + IGfr + 24x) = (6a + 4fr-f- IIa;)« 

es, ^16ci + fr + Su-^ i^lci + 25fr + 2i>j) = i;8a + 56 -f 22ar)* 

L. X = ] «ifr. 

Macht man die Substitution v,5i>^ in der allgemeinen 
Tnuisformationsformel lll in d., so erhält man als allge- 
meine Gloichuni», in welcher alle Gleichungen Ton der Form 

vl\ welche die LTvsimg x = ) ufr haben, enthalten sind, 
6», ^^w*,? -^ H-b + 2w«.r> ji-d -f ,/fr -f ipqx^ 
-= («Ml ti -f Hqb -f ^mq -f mp^ycY 

L. J* = ) Klfr, 

Aus diif^^r Gloichuuvr sind die Gleichungen 66—68 
leivhi hiu5;;scUrtMbo«. 
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Es sei scUiefsUch, nm auch ein Zahlenbeispiel zu nehmen, 

als Lösung 

9) a;== + 6 

gegeben. Dann hat man 

Damit ist die Aufgabe eigentlich schon gelöst. Setzt man 
in der allgemeinen Formel III und d. 

^ = 9, JB = a;, = 4, 
so erhält man: 

70. (9w.2 + 2mnx + in^) (9p^ + 2pqx + 4q^) 

= hmp + {mq + np) x + 4npY 

L. 0? = + 6. 

Hätte man 12 • 3 = o?^ gesetzt, so wäre Ä = 12, J5 = rr, 
C = 3 gewesen, und man hätte erhalten: 

71, (I2m2 + 2mnx + Sw^) (12jp2 -f 2pqx + 3q^) 

= (l2mjp + (mq + np) x + 3nqy 

L. a; = + G. 

Setzt man für m, w, p, q beliebige Zahlen, so erhält man 
einfache Gleichungeu, die aber kein besonderes Interesse dar- 
bieten. 

h. In g. ist eine gröfsere Anzahl von Lösuugen be- 
handelt; es sind aus den durch die Lösung gegebenen Glei- 
chungen Gleichungen von der Form (1) abgeleitet. Es liegt 
daher auch die Frage nahe: 

Sind für alle Lösungen quadratische Glei- 
chungen von der Form (1) möglich, rationale 
Koefficient^n vorausgesetzt, und wie müssen 
die Lösungen beschaffen sein, welche sich 
durch reine quadratische Gleichungen von der 
Form (1) ausdrücken lassen? 
Nicht alle Lösungen, welche reinen quadratischen Glei- 
chungen angehören können, lassen sich durch Gleichungen 
von der Form (1) ausdrücken. Es sind nur diejenigen vor 
der Form 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 4 
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welche sieh rational machen lassen^ wenn man für a 
und b geeignete Werte setzt. Insonderheit sind es daher 
solche, in welchen der Koefficient von a^ oder b% d. h. 
ft oder V ein Quadrat ist, oder wenn q^ — ftv ein Qua- 
drat ist, d. h. wenn der Radikand der Lösung sich in 
Faktoren zerlegen läfst. In die letztere Kategorie gehört 
auch der Fall, wenn q^ — ^iv = 0, d. h. wenn die Lösung 
rational ist. 

Es handelt sich nach dem Obigen nur darum, für die 
gegebene Lösung eine einzige Gleichung von der Form (1) 
aufzustellen. Aus dieser kann man durch die in d. ange- 
gebenen Transformationen beliebig viele andere ableiten. 

Einige Beispiele werden das zur genüge erklären. Es 
sei als Lösung 

1) X =y4a' — Sah -f^h' 

gegeben. Der Koefficient von a^ ist ein Quadrat. Man 
hat daher 

16a;^ - {8a - Sbf == 23&« 

(4a; + 8a — 3&) {4x - Sa + U) = 2Sb\ 

Multiplicirt man mit 23, so ist die gesuchte Gleichung fertig. 
Es sei als Lösung 



2) X =y2a^ - 4ab + 9b^ 
gegeben. Dann hat man 

9x^ — (96 — 2ay = Ua^ 
(Sx — 2a + 9b) (3a; + 2a — 96) = Ua\ 

Multiplicirt man beiderseits mit 14, so hat die Gleichung 
die verlangte Form. 
Es sei als Lösung 



3) a; = /(Sa + 6y(a — 26) 
gegeben. Dann hat man ganz einfach 

(3a + 6) (a — 26) = a^. 



x" 
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Diese Gleichung hat schon die verlangte Form. — Man kann 
jedoch auch sehr einfach setzen, indem man statt des Pro- 
dukts die DiflFerenz zweier Quadrate schreibt, 

{^a — Vf — ix^ = {2a + Uy 

(4a — /> + 2x) (4a — & — 2:r) = (2a + 36)1 

Damit ist die oben aufgestellte Behauptung in den dVei 
Hauptfällen als richtig erwiesen. 

i. Bisher war nur von reinen quadratischen Gleichungen 
die Rede. Es liegt daher noch die Frage nahe: 

Läfst sich auch jede vollständige quadra- 
tische Gleichung auf die hier behandelte Form 
bringen, und wie geschieht das? 
Die allgemeine quadratische Gleichung 

ax^ — hx -\- c = 

bietet in dieser Beziehung wenig Interesse dar. Man hätte hier 

Aa^x^ — Aahx + Aac = a 

(2ax - hf = 1)^ — Aac 
(b^ — Aac) . 1 = {2ax — ly. 

Diese Gleichung kann nach den in d. gegebenen Me- 
thoden transformirt werden; aber alle Gleichungen, welche 
man so erhält^ sind unschön. 

Viel interessanter werden die Formen, wenn die Wur- 
zeln der Gleichung rational sind. Einige Beispiele 
w^erden genügen zu zeigen, wie man hier zu verfahren hat. 

Es wird angenommen, dafs die Wurzeln der Gleichung 
gegeben sind. Man bildet dann aus den Wurzeln die ein- 
fachste quadratische Gleichung, bringt diese auf die Form (1), 
was stets, wie man aus der Behandlung der allgemeinen qua- 
dratischen Gleichung oben ersieht, sehr leicht ist, und trans- 
formirt diese direkt oder nach den aufgestellten Formeln in 
beliebig vielfacher Weise. 

Es seien als Wurzeln der aufzustellenden Gleichung 

1) x^ = a, X2 = h 
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gegeben. Dann hat man 

x^ — {a -^h) X -^ ah = 

(54) (2a; — (a + 6))^ = (a — 6)1 

Fafst man links oder rechts das Quadrat als ein Pro- 
dukt auf, so hat die Gleichung die verlangte Form (1). Will 
man ohne Formel transformiren, wie es oben mehrfach ge- 
schehen ist; so hat man z. B. aus (54) 

2a; — o — & a — b 



a — h 2x — o — b 

2x — a — b a — h 2x - 



Sa + b 



2x 



lOa: — 9o — 6 

(2x - 3a + hf 



d. h. 



3a + 6 3a + 6 — 4aj 

72. (a + 6 — 2x) (9a + 6 - 10a;) = 
L. X = tty h. 

Das Verfahren wird verständlich sein. Es ist zuerst 
korr. Add. angewendet, 2a; — 3a + 6 = (2a; — a — 6) 
— 2 (a — 6) u. s. w.; dann zur Bildung des dritten Quo- 
tienten der KS. 

Will man mit Hülfe der allgemeinen Formel III in d. 
transformiren, so ist wegen (54) zu setzen: 

(55) A = C=2x — a — h, B = a — h, 

Hier ist also A == C. Dadurch gehen die Formeln bei 
(51) über in: 

1) {6A + 4B) (ISA + 12JS) = (8^ + IBf 

2) (5^ + 4J?)(25^ + 24B) = (10^+ 115)« (56) 

3) (ITA + 8B) (29 A + 205) = (13^ + 225)1 

Dann erhält man durch (55): 

73. (a + 96 - 10a;) (a + 256 — 26a;) = (a + 156 — 16a;)« 

74. (a + 96 - 10a;) (a + 496 - 50a;) = (a - 216 + 20a;)« 

76. (9a + 256— 34a;)(9a+496 — 58ai)=(9a-356 + 26a;)« 

L. X = a, 6. 

Dafs die Gleichungen 72 — 75 auch richtig bleiben, wenn 
man a und 6 vertauscht, liegt auf der Hand. 

Auch hier läfst sich leicht eine allgemeine Glei- 
chung aufstellen, in welcher alle Gleichungen von der 
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Form (1) enthalten sind, welche die Wurzeln a und h haben. 
Macht man in der Formel III in d. die Substitution (55), 
so geht sie über in 

(56) [{m-nfa + {m + n)n-2{m' + n^)x) 

. ((p -g^^a + {p + qf & - (jp^ + q') x) 

= ((m — w) (p — g) a + (m + n) (p + ^) 6 — 2 {mp + nq) oof 
L. X = üj b. 
Setzt man hierin der Kürze halber: 

m — n = m^^ m -\- n = n^ 

p — Q =Pi P -\- i = Qi } also auch 

2 (m^ + n^) = nij^ + n^^ 
2(p'+q')=p,'+q,' 
2 (mp + Mg') = m^pi + n^q^ '^ 

und läfst schliefslich den Index wieder fort, so erhält man 
als allgemeinste Gleichung von der Form (1) mit den Wur- 
zeln a und b: 

76. (m^a + n'b - (m^ + n^) x) (p^a + q^b - (p^ + q") x) 

== (mpa + nqb — (mg + wg) xy 
L. 0? = a, &. 

Setzt man hierin m = 3, w = 1, p = 3, g = 5, so er- 
hält man [87]. 

In der Gleichung 76 sind selbstverständlich auch die 
Gleichungen 72—75 enthalten; man hat die willkürlichen 
Gröfsen w, w, p und q nur in geeigneter Weise zu bestimmen. 

Entwickelt man die Gleichung (56), so hebt sich 
der Faktor 4 (mq — npY heraus, bei der Gleichung 76 der 
Faktor (mq — wp)^; damit fallen auch alle willkürlichen 
Gröfsen fort, und es bleibt in beiden Fällen nur die ein- 
fache Gleichung übrig, von der wir ausgegangen sind. 

Es seien als Wurzeln der aufzustellenden Gleichung 

2) a?! = 2a + 6, iCg '^ ^ + 26 
gegeben. Dann hat man: 

x^ ~ (3a + 36) a; + (2a + 6) (a + 26) = 
(2x — 3a — 36)^ = (a - bf. 
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m 

Hieraus durch direkte Transformation nach (242) ^^ leicht 
erklärlicher Weise mit Hülfe des Faktors 4: 

( O i ) - 



a — b 2x — 3a — 36 

2X — 3a — 36 a— 6 2« — 7o + ^ 



•ij; — 7a + 6 13a+ll6 — 8x 34x — 59a — 436' 

77. (:Ja + 3& - 2x) (59a + 43fc — 34a;) = (2a; — 7a + 6)^ 
L. a; = 2a + t, a + 2h. Vgl. [108,]. 

Für die Gleichung (57) ist 

^ = 6' = 2a; — 3a — 3fc, B = a — h. 

Man kann also zur Transformation die Formeln in (56) be- 
nutzen. Dann erhält man: 

78, (IIa + nb lOx) (27a + 51fc — 26a;) 

= (17a + 316— 16a;)^ 
7». (IIa + VJh - 10a;) (51a + 99fc — 50a;) 
= (19a + 416 — 20a;) 

80. (43a + 59i - 34a;) (67a + 107i - 58a;) 

= (17a + 61 6 — 26a;)* 
Ij. a; = 2a + 6, a + 26. 

Die Gleichungen 77 — 80 bleiben auch richtig, wenn man 
a und b vertauscht. 

Die Gleichungen 78—80 erhält man auch aus den Glei- 
chungen 73 — 75, wenn man in diesen 2a + 6 und a + 26 
bezw. setzt statt a und 6. 

Überhaupt kann man aus quadratischen Gleichungen, 
welche die Wurzeln a und 6 haben, leicht andere Gleichungen 
derselben Art ableiten, welche beliebige Wurzeln haben, indem 
man diese bezw. statt a und 6 setzt. 

Sind daher als Wurzeln der aufzustellenden Gleichungen 

;j) ajj = a + 6, x^ = a — 6 

gegeben, so kann man in 73—75 nur a + 6 statt a^ a — b 
statt 6 setzen. Man erhält 

81. (5.1; — 5a + 46) (13a; -13a +126) = (8x' — 8a + 76)- 

82. (5a; — 5a+46)(25^-25a+246)=(10a?— lOa+11*)' 
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83. (17a; — 17a + 8b) (29a; - 29a + 206) 

= (13^ — 13a + 226)2 

L. a; = a + 6, a — 6. 

Sollen die Wurzeln der aufzustellenden Gleichungen 
4) x^ = 2a — h, X2 = 26 — a 
sein, so hat man in 73 — 75 2a — 6 statt a, 26 — a statt 6 
zu setzen. Man erhält: 

84. (7a - 176 + 10:z;) (23a - 496 + 26a;) 

= (13a — 296+ 16xy 

85. (7a- 176+ lOo;) (47a — 976 + 50a;) 

= (23a — 436 + 200;)^ 

86. (7a - 416 + 34a;) (31a - 896 + 58a;) 

= (53a - 796 + 26a;)^ 

L. o; = 2a — b, 26 — a. 

Dafs man die Gleichungen 81—86 auch direkt auf- 
stellen kann, wie es mit den Gleichungen 72—75 und 
77 — 80 geschehen ist, versteht sich von selbst. 

Sollen, um auch ein Zahlenbeispiel zu nehmen, die 
Wurzeln der aufzustellenden Gleichungen 3 und 2 sein, so 
hat man in 73 — 75 nur 3 statt a, 2 statt 6 zu setzen. 
Das giebt: 

87. (21 - 10a;) (53 - 26a;) = (33 - 160;)^ 

88. (21 — lOo;) (101 — 50a;) = (39 — 20a;)2 

89. (77 - 34a;) (125 — 58a;) = (43 — 26a;)2 
L. o; = 3, 2. 

Man hätte auch ebenso gut 2 statt a, 3 statt 6 setzen 
können, und hätte drei andere Gleichungen mit denselben 
Wurzeln erhalten. 

Die Gleichungen [113] bis [115] sind direkt aufgestellt. 
Die erste Wurzel ist vorher als gegeben angenommen. Das 
Quadrat erhält für diese Wurzel einen bestimmten Wert. 
Das Produkt ist dann so gebildet, dafs es für die ange- 
nommene Wurzel denselben Wert erhält. Dann hat die 
Gleichung eine rationale Wurzel. Daher mufs die andere 
Wurzel ebenfalls rationell sein. Näheres ist auch im fol- 
genden Abschnitt angegeben bei den Erörterungen zur Auf- 
gabe [111]. 
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12. (x-a + ny -f 9(a; + o + 6)« = 4(a; + 2a + ibf 

L. x = Vo* + lOab + &*; 
ISj. (2a — 26 + a;)« + 4(a + 26 + xf = (3o + 36 + 2a;)' 

L. x = y(a — b)(a+ 116). 
12g. (13a + 36 + 5a;)» + 9(a;-a + 6)« = 4(7a+36+2:c)* 

L. a; = V'a* + 6ä6'+6l 
Diese Gleichungen haben die Form 

(1) A^-\-Ii^ = C\ 

Sie sind nur einfache Umformungen der Gleichungen, welcbe 
im vorigen Abschnitt behandelt sind. Es ist statt des Pro- 
dukts von zwei Gröfsen die Differenz der Quadrate der halbeo. 
Summe und der halben Differenz der Gröfsen gesetzt Bo 
folgt aus der Gleichung 

sofort 

(^y - (^' - ^ 

(A^' + B. - (i-t^" d. h. 

eine Gleichung von der Form (1). 

So erhält man die Gleichung 12 aus [8] in I, naml^ 

(a + 56 + x) (5a + 6 + a;) = 3(a + 6 + x)« 

(3a + 156 + ix) (5a + 6 + o;) = 9(a + 6 + xf 

(4a + 86 + 2xy - (76 - a + xf = 9(a + 6 + x)\ d. 

(a; - a + 76)2 -j- 9(a; + a + J)« = 4(a; + 2a + 46)^ 

Ebenso ist die Gleichung 12^ nur eine andere Form der 
Gleichung [9] in I. — Auch die Gleichung 122 ist in der- 
selben Weise abgeleitet — Dafs man so auch vollständige 
quadratische Gleichungen bilden kann, ist einleuchtend. 8o 
folgt aus der Gleichung 72 in I 
1- {2x - 3a + hf + 16(a - xf = (5a + 6 — 6a;)* 
L. X = üj 6. 
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Setzt man in I. 76 m = 1, n = 3, j? = 5, g' = 1, so er- 
lält man 

(a + 96 — lOic) (25a + 6 - 26a;) = (5a + 36 — ix)\ 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich auf dem angegebenen 
Wege die Gleichung [87i] 

(5a + 36 — 8a;)2 + 16(2ic — 3a + 6)2 = (13a + 56— 18a;)^ 

L. X = a, 6. 

Die Gleichung [110] ist abgeleitet aus [lOSg] oder aus 
77 in I. 

Die Gleichung [111] scheint direkt aufgestellt zu sein. 

Man wählt die Wurzel rc = 2a — 6 beliebig und formirt das 

erste Glied so, dafs es für diese Wurzel verschwindet. Dann 

sind die beiden andern Quadrate nur so zu wählen, dafs sie 

ß^ die angegebene Wurzel einander gleich werden. Man 

öimmt das dritte Quadrat beliebig, z. B. (a + 6 — 2xy. Das 

jfeht für x = 2a — 6 über in 9(a — 6)^. Das kann man 

'i"ekt als zweites Glied nehmen. Oder man nimmt allge- 

lein als zweites Glied 

(aa + ^6 4- yxf. 

ö'Un mufs dies Glied, wenn a; = 2a — 6 der Gleichung ge- 
igen soll, für diesen Wert von x übergehen in (3 a — 36)1 
^ tDufs daher werden 

Setzt man y = 0, a = 3, ß = — 3, so erhält man die 
*^gefiihrte Qleichung. Setzt man jedoch weiter 

y= 1, 3, 4, -1, -2, -3, -4, 

^^d daher nach (2) entsprechend 

a= 1,-3,-5, 5, 7, 9, 11 

/J=-2, 0, 1, -4, -5, -6, -7, 

so erhält man bezw. folgende Gleichungen: 

2. (2a - h — xy + (a - 26 + x)^ = (a + 6 — 2xy 

L. X = 2a — 6, 26 — a. 

S. (2a -b — xy + (3a - 3xy = (a + 6 - 2a;)^ 

L. o; = 2a — 6, a. 
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♦• (l>rt - 6 - uf + (5a - fc - 4xy = (a + 6 — 2xy 
li. ^: = 2a — b, jV (14a — h). 

0. (ia - h - a:)» + (5a - 46 ~ rr)« = (a + & - 2iK:)« 
L. X = 2a — 6, 86 — 7a. 

«• (^2a - 6 - o:)- + (2x -la + öbf = (a + b — 2xy 
h. X = 2« — 6, 2Ga — 256. 

1. [tia - 6 — xY + {3x - 9a + 66)^ = (a + 6 — 2xy 
li, .r = 2a — 6, 7a — 66. 

S, i^2a - 6 - xV + (4x — IIa — 76)« = (a + 6 — 2xy 
U a = 2a - 6, ^ij (62a ~ 496). 

I>a eine Wunel rational ist, so muls auch die andere 
rational sein. Weifs man die eine Wurzel, so ist die andere 
nach 1 105] leicht hinxusclureiben. Man bringt am einfachsten 
daii dritte Quadrat nach links ond verwandelt die Differenz 
dieses Quadrats mit dem zweiten in ein Produkt; dann mnis 
dies IVnlukt einen Faktor 2a — 6 — x haben. Hebt man 
die Oloiohmiiir durch diesen, so giebt der übrigbleibende Teil 
der Gleichung die andere WuraeL 

Auch von Gleichungen dieser Art lassen sidi für be- 
siimmie Wurtehi leicht allgemeine Gleichungm aufstellen, 
die alle besondcT>*n G!eich:ingea ron d» Form (1) in siciv 
tassäc«. welche cie an^re^besea Wuieln haben. Diese aü- 
5je:i:ci«en Gleichungen sisrd >ede<h alle Ton in komplicirt:*^ 
Fx>Tii: ^a^k; .uhcr i::c!: otire bicsorscews Interesse. WiD hb^^ 
GleichuTyre^i^ vcä ocr F.>rr:i V a::istelk&. so ist es am ^^^^ 
ikKh$^V(^. a\-c^ix.r.^^T. T-oc i^r rr I sekaunUtcii Fonn ^^^' 
sÄJ4j«C^t*r, v;ää a:i:> cV^r. Gjf6v'i:tM«L ^fv^ der hier bel^^*^' 

:?»,^ j».$5 :s>,'^. *:^^r ju'^s w-Ä> :>:r; Itifc jd* »jA--^ "^ 
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quadratischen Gleichungen, z. B. [STJ und [110], keinen Zu- 
sammenhang mit den symmetrischen Gleichungen des 4. Grades 
haben, weil aus diesen nur reine quadratische Gleichungen 
abgeleitet sind. 



IIL A^ + B' = G^ + I)\ 

13. (3a + 3& - xf + (a; — 3a + Uf 

= (a + fc - ^xf + (3a; — a + hf 

h. x = ya^ + h\ 
13i. (2a;-3a + 46)2+(2:r+lla + 2&y^ 

= (a; - 8a + Uy + (3a; + 8a + Uf 

L. x = Ya^ + lOaft + b\ 
n^. (ßx - 4a + 3by + (2x + af 

= (rc — 4a + &)2 + (2a; — 3a + Uf 

L. a = V^ä2~^=^6"+"6l • 

a. Diese Gleichungen haben die Form 

(1) A^ + B' = C'+ D\ 

Sie sind Transformationen von Gleichungen, welche die Form 
der Gleichungen [18 — 28] *) haben: Die Quotientengleichung 
CX8] z. B. läfst sich auch als Produktengleichung schreiben: 

Ca) (x+a+2b)(b+2a—2x) = (x+a-2h)(b — 2a + 2x). 

^"tellt man nun jedes Produkt als Dififerenz zweier Quadrate 
^ör, so erhält man 

(Jßa+3b-xy-(3x—a+by=(a+b-3xy—(x-3a+3b)\ 

V'ertauscht man das zweite und vierte Quadrat mit einander, 
^D erhält man die oben aufgeführte Gleichung 13. 

b. Soll die aufzustellende Gleichung in jedem Gliede x 
Enthalten, so darf x in den links oder in den rechts stehen- 
den Faktoren der Produktengleichung, oben in (2), nicht die- 
selben KoefBcienten haben. Sonst mufs sich das x wegen 
^er Addition und Subtraktion der Faktoren bei der Bildung 

♦) 8. weiter unten Abschnitt IV. 
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der Quadrate fortheben. Hat man z. B. die Quotienten- 
gleiehung [20] 

^3^ x + 6«±|_^-« + 6 L. a; = Ya^ + lOaft + 6», 

so folgt aus derselben 

{x + 5a + h)(a-x + 3b) = (x — a + h){x — 3a'i- 1) 
(3a + 26)2 __ (^ + 2a - 6)^ = (a: - 2a + hf - a^ 
(3a + 26)2 + a^ = (ic + 2a — 6)^ + (a; - 2a + 6)^, 

d. h. eine Gleichung von der hier verlangten Form, in welch. ^sr 
jedoch zwei Glieder kein x enthalten. In der aus (3) abs^' 
leiteten Produktengleichung haben die Glieder mit x in cL^n 
Faktoren gleiche Koefficienten. Will man daher die Quotienb^^- 
gleichung (3) zur Herstellung einer Gleichung von der ti-i^r 
verlaugten Form benutzen, so mufs man sie nach dem I^- »• 
erst umformen. Man erweitert einen Quotienten, z. B. d^n 
ersten, mit einer beliebigen Zahl, etwa mit 4, und weixciet 
den KS. mit Addition an, so "erhält man aus den beiden ^i:»-0- 
tienten in (3) einen dritten gleichwertigen Quotienten xx:»^" 
daher die Gleichung 

(A\ a? + 5a + fe _ 6 a; + 19a + 56 , 
W ic — 3a + 6 ~ 3a; — IIa + 76' ^^^^ 

(a: + 5a + 6)(3a;-lla+76) = (5ÄJ+19a+56)(a?-3a-f— ^) 

{^x - 3a + 46)2 _ (^ _ 8a + 36)* 

= (3rr + 8a + 36)^ - {^x + IIa + 26)^ 

u. s. w. Man kommt auf die Gleichung \\, 

Man kann auch auf (3) direkt den KS. mit Addit-i 
anwenden, um einen dritten gleichwertigen Quotienten 
bilden. Das giebt 

a; 4- 5a 4- 6 2a; + 4a + 26 

X — 3a -{- h 46 — 2a 

(x + 5a + 6) (46 - 2a) = (2x + 4a + 26) (x - 3a + 

Hieraus nach dem angegebenen Verfahren: 

1. (a; + 3a + 56)^ + (^ + 7a + 6)^ 

= (ßx + a + 36)2 -{-(x + la- 36)^ 

h. x = Ya^ + 10a6 + b\ 
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Noch einfacher multiplicirt man in der oben angeführten, 
als nicht ganz geeignet befundenen Produktengleichung bei (3) 
einen Faktor links und einen rechts mit einer beliebigen 
ZaJul, z. B. den ersten und dritten Faktor mit 2. Das giebt 

2. {x + IIa + 6by + (x + a + hy 

= (3a - 5a + 36)^ + (3^ + 9a - hf 

L. x = ya^+ lOah + h\ 

Ähnlich, wie man aus (3) die Gleichung (4) und aus 
dieser die Gleichung 13^ ableitet, kann man aus [20] 

a + b-x ^ «(«-J;+^\ L. X=^yä'-ab + b% 
Sa—b — Sx a—bb + x' ^ ' ' 

üxdem man den ersten Quotienten mit 2 erweitert und den 

KS. mit Addition anwendet, zunächst bilden 

a -\- b — X 5a — b -\- x 

Sa — b — Sx 7a — 7b ~ 6x' 

Hieraus 

(cL^b — x)(7a — lh — 6x) = (6a^h-{-x)(ßa — b — 3x) u.s.w. 

M^an kommt so auf die Gleichung 132- 

Was daher im folgenden Abschnitt über die Gleichungen 
von der Form [18—28] gesagt ist, läfst sich leicht auf Glei- 
cliungen von der hier behandelten Form übertragen. 

C. Auch jede beliebige vollständige quadratische 
Gleichung läfst sich leicht auf die hier behandelte Form 
bringen, da sie sich leicht als Quotientengleichung dar- 
stellen läfst. 



Es seien als Wurzeln der Gleichung 

Xt — ~- a, Xa — — 

S^geben. Dann hat man 

x^ — {a + b)x + ab'=^0 
x(a -{-b — x) = ab 

(5) 4= ^ 



a a -\- b — X 
^^ch dem KS. folgt hieraus in leicht erklärlicher Weise 

^^v -23? -4- 6 2x + 3& 

W Sa + b — X bcr+~Sb — 3x 

{2x + 6) (5a + 36 - 3^) = (2x + 36) (3a + 6 — x) 
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-x}^ 



und hieraus nach dem oben angegebenen Verfahren 

(7) (5« + Ah - xf + (3a: - 3a + 2hy 

= {?>n + Ah + xY + (5a + 2h - hxf 

L. rc = a, K V«rl. fS?^.] 

Die zur Herleitung von (G) aus (5) angewendeten Fi 
toren 2 und 3 waren beliebig. Man kann auch allgem< 
aus (f)) nach dem KS. bilden 

mx + ?>w px + ft^^ 

«?n + (" + '^ — •')** f^P '\- (« + ^' — ^) Q 
und hat daher die IVoduktengleichung 

(ma: + '>w)(aj)+(a + 7> —;;')7)==(;)a: + 7>7)(am + («+'> 

L. a; = a, h. 

Aus dieser Gleichung folgt nach dem oben schon me 
mals angewendeten Verfahren 

(8) ((p + q)a + {n + q) h + {m - q) xf 

+ ((m -}- n) a -\- (n — q)h — (n -\~ p) x) 
= ((m -\- n) a '\- (n -{- q)h — (n — p) x^ 

+ {(p + q)^ — (^^ — q)^ — ('^ + q)^) 

L. X = üy h. 

Dies ist die allgemeine Gleichung, die alle qua- 
dratischen Gleichungen von der Form (1) in sich 
schliefst, welche die Lösung x = a, b haben. 

Die Gröfsen m, w, p und q sind willkürlich. Entwickelt 
man, so müssen sich dieselben alle wieder fortheben, und 
man kommt auf die einfache quadratische Gleichung wieder 
zurück, von der wir ausgegangen sind. 

Für die oben aufgestellte Gleichung (7) ist w = 2, 
n = If p = 2j q = 3. Setzt man weiter noch für m, n, p 
und q bezw. 1) 1, 2, 3, 4; 2) 2, 1, 3, 4; 3) 1, 2, 4, 3; 4) 3, 
1, 4, 2, so erhält man aus (8): 

3. (7a + Gh - Sxf + (3a - 2h - bxf 

= {3a + U + xf + (7a + 2h - bxf 

4. (7a + 5fe - 2xf + (3a - U - Axf 

= (3a + 5& + 2xy + (7a + 36 - öxf 
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B ~ i)' 

(7a + 56 - 2xy + (3a - 7> - G^r)'^ 

= (3a + 56 + 2^)'^ + (7a + 6 - 4^;)^ 

(7a + 36 + xf + (4a - 6 - G^r)^ 

= (4a + 36 + 4xy + (7a + 6 - 5it;y^ 

L. X = ttj 6. 

Aus den hier entwickelten Gleichungen, welche die Wur- 
zln a und 6 haben, kann man wieder Gleichungen von der- 
ilben Form ableiten, welche beliebige andere Wurzeln haben, 
[an hat statt a und 6 nur die Gröfsen zu setzen, welche die 
V^urzeln der zu bildenden Gleichung sein sollen. 

Setzt man in (7) a -f- 6 statt a, a — 6 statt 6, so er- 
lält man [llOJ 
9a+6~a;)2+(a+56-3^)2=(7a-6+a;)2 + (7a+36-5x)2 

L. X = a -\- h, a — 6. 

Setzt man in (7) 2a -{- h statt a, a + 26 statt 6, so 
hält man 

(14a + 136 - xy + (Sx -4a + hy 

-= (10a + \\h + xy + (12a + 96 - 5^;)^ 

L. a: = 2a — 6, a + 26. 



IV — = - 

X -{- a — ^h 4" 2a — 2äj ^ ' 

7a — 5 — a; ö + 5a + a; '^ ' 

[^ 3a— & — ic 5ö — 3a + ''*^ 



a — 36 + a? 5a — 36 + ä; 



L. a; = y9a^-14a6+96^. 



a— 26 + a; 3.^ — 30 + 20 ^ ^ ^ 



a—2b-\-x 3a;— 5a+46 '^ 
rt,. 6a— 66+a; 3a — 66 + 3« y _/7 tw — , or\ 

26. ,«-+ J-- -f = i^"--,^i^^ L. :c = y «'-a6 + fc^ 

3a — 6— 3ar a — 56 + rc ^ i »^ • 

rt- 7a + 6 — a: 3(a — 6 + a;) ,- -./-v—i — r:? — i — ;— T5 

27. erfsFIIäi = « - 17T+^ I- ^ = >^«H- 14a6 + 61 

oö öa — 6 + a; 2(2a— ft + a:) ,- ,-g — — =--,— r; 

28- 2(«+2-6---i) = ä +-116:^« I^- * = V"" - 14a& + 6*. 

V 

a. Auch diese Gleichungen, welche die Form 

(1) i-i 

haben, lassen sich leicht direkt aufstellen. Man hat die 
Koefficienten von a, b und x nur so zu wählen, dafs sich 
bei der Entwickelung die Glieder mit ax und hx fortheben. 
Aber man wird so, wie bei den im ersten Abschnitt behan- 
delten Gleichungen, meistens auf Gleichungen kommen, welche 
nnzierliche Resultate liefern. 

Den eigentlichen Schlüssel für die Aufstellung dieser 
Gleichungen bilden ebenfalls die symmetrischen Glei- 
chungen des 4. Grades. Man hat nur zwei aus einer 
solchen Gleichung entwickelte Darstellungen von t einander 
gleich und x statt r zu setzen und zu quadriren, so erhält 
man sofort eine Gleichung von der hier behandelten Art. 

So sind nach [IL 233] aus der symmetrischen Gleichung 

des 4. Grades 

(x ^ + y') (x* — xy + y») __ a^ 
a;* + y* . b 

als Darstellungen von t gefunden oder können nachEc. leicht 
entwickelt werden: 



1. 


V- 


— 3a + 26 
a — 6 


2. 


Vu 


36 — a 
26 + r 


3. 


r^ 


4a + 66 
4a — 36 


4. 


VI 


rt + 6 — r 
a — 6 + r 


5. 


Vsi 


76 — r 
— 56 + 3r 


G. 


yna 


- 36 — 3f 
b+r 



r=/8a* — 8a6 + 6*. 
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Hier kann man irgend zwei dieser Darstellungen einander 
gleich und x statt r setzen. So hat man: 

^ ic — 3a + 2& 36 — a ^ , c% 

1. i «= — i—^ iüT aus 1. und 2. 

2x — 4a 4- 56 2a 4- b — x « ^ a 

• — r~A — ^T" = -^ — , , — aus o. und 4, 
ic + 4a — 36 2a — 6 + a; 

3 76 — X 8a — 36 — 3a; - , ^^ 

• Q ,, , o = irn aus 5. und 6. 

8a— 66 + Sa? 6 + ^ 

Alle drei Gleichungen sind rein quadratisch und müssen, 
da X statt r gesetzt ist, die gemeinsame Lösung haben 



Setzt man die beiden ersten Darstellungen von t^ die 
oben bei (11) in I zur symmetrischen Gleichung des vierten 
Grades («2) gefunden sind, einander gleich und x statt r, so 
erhält man die Gleichung 18. 

Setzt man die beiden ersten Darstellungen von t bei (7) 
in I einander gleich und x statt r, so erhält man 

^ 3a 4- 26 + 3a? 36 — 2a + 2a; j •i/~^~Ä7'k^ 

*• 3a -26 + 3a; °" 36 + 2a - 2a; ' ^' ^ — V O, -Y . 

Ebenso ergiebt sich die Gleichung 21 aus der 3. und 
4. Darstellung von t in [IL 298], wenn man — x statt r 
setzt. 

In derselben Weise ergiebt sich die Gleichung 22 aus 
der 3. und 4. Darstellung von t in [IL 305]. 

b« Die Form der Gleichungen 18 — 28 ist noch un- 
bestimmter, als die Form der in I behandelten Gleichungen. 
Wenn schon die Zahl der im 1. Abschnitt behandelten 
Gleichungen für eine bestimmte Lösung unendlich ist, so 
mufs die Zahl der Gleichungen von der hier behan- 
delten Form für eine bestimmte Lösung erst recht 
unendlich sein. Hat man eine Gleichung dieser Art auf- 
gestellt, so kann man aus derselben durch korr. Addition 
oder mit Hülfe des KS. beliebig viele andere ableiten, welche 
alle dieselbe Form und dieselbe Lösung haben. 

Baxdey, zur Formation quadr. Gleich. 6 
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A 
B 



IV b. Z =-~ 



C_ 
I) 



So folgt aus (1) durch korr. Add. allgemein 

^' pA + qB '^ pC + qJ) ' 

oder nach dem KS. 

TT A C niA + nC_ pA + qC 

^^' ~W'^~D~ InB + nJ) ~ pB + ql) ' 

wo m, w, p und q willkürliche Gröfsen sind. Man kann j§ 
doch in die Gleichung, ohne die Form zu ändern, noch vi_ 
andere willkürliche Gröfsen hineinbringen, indem man au 
den ES. oder auf II korr. Addition anwendet. So folgt aus 
durch korr. Add. 




P 



ITT ^i ("*-^ + **^) + ^^1 (^-ß + w2>) i'^i{pA + qC)-\-n^{pB-\-qT 

Pi {mA J^nC) + q, {mB + nD) ~pJjÄ^\^WiTqÄpB + ^ 

Diese Gleichung enthält 8 willkürliche Grröfsen: w, 
Wj, py^ und q^. 

Die Gleichungen I, II und III haben dieselbe Form u 
dieselbe Lösung, wie die Gleichung (1). Entwickelt m. 
dieselben, so müssen sich alle willkürlichen Gröfsen wie 
fortheben, und es bleibt nur die Gleichung (1) oder AD 
In I und in II hebt sich bei der Entwickelung der 
mq — np, in III der Faktor {mq — np) {m^q^ — ^hVi) ^^ 

Auch aus der Theorie der Determinanten ergeb 
sich die Gleichungen I, II und III sehr leicht. Die Gleichung C 
heifst, als Determinante geschrieben, 

A C 



B D 



0. 



Diese kann man mit dem konstanten Faktor 



^0 u. 8. w. 



m n 

multipliciren. Das giebt ^ ^ 

A C m n Am -\- Cn Ap + C^3 

BD ' pq ~ Bm + Dn Bp + Dq 

Nehmen wir, um an einem Beispiele die Mannigfaltig- 
keit solcher Gleichungen zu zeigen, die oben angeführte 
Gleichung 18, so ist nach II eine allgemeine Form derselben 

(a; + a + 2b)m + (b — 2a-{-2x)n {x + a + 2 6)p + (& — 2 q + 2x)q 

(x + a — 2h)m + (6 + 2^— 2a;)w {x + a--^b)p + {b + 2a — ^x)q 

L. X = Ya' + b\ 



ZU 




-^, 




) 
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• BD 

Setzt man hierin ganz beliebig für die willkürlichen 
jriröfsen m, w, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, — 1; 2) 3, 1, 1, 4; 
yy 1, 2, 1, 3; 4) 2, 3, 1, 4, so erhält man: 



>• 



3a — 6 — a; 3rc — a — 36 



^ 53? + g + 76 66 — 7a + 9a; 

a;+ 5a — 56 9a~-P2^ — ^^ 

^ 5a; — 3a4-4& 7a; — 5a + 66 

5a — 3a; 7a + 6 — 5a; 

S8a; — 4a+76 9a; — 7a + 66 
! 11 St W 

8a — 6 — 4a; 9a + 26 — 7a; " * ^* 

öi^ gemeinschaftliche Lösung ist, wie in 18, 

c. Will man ähnlich, wie es für die im 1. Abschnitt 
t^^lnandelten Gleichungen dort in e. geschehen ist, für eine 
'Vorher bestimmte Lösung eine symmetrische Glei- 
^IxTing des 4. Grades aufstellen, aus welcher man 
Gleichungen von der hier behandelten Form ab- 
leiten kann, welche die angegebene Lösung haben, 
^^^ mufs man von der Gleichung ausgehen, welche durch die 
■--*ösung gegeben ist. 

So hat man in le. bei 2) für die Lösung 

^ie symmetrische Gleichung des 4. Grades entwickelt 

(a;* — ^xy + y*) {x — y)* a 

2032/ (a; + 2/)^ ^ 

^^^d für diese bei (36) einige Darstellungen von t Aus den 

t>eiden ersten ergiebt sich die Gleichung 

c\ a+56 + a; a— 76 + a; y ,/-9 — \ — T7\ — "i: — r~i:2 

Aus dieser Gleichung kann man nach den Formeln I, 
tl und m oder direkt durch korr. Add. oder nach dem KS. 
wieder unendlich viele andere Gleichungen ableiten, welche 
dieselbe Form und dieselbe Xösung haben. 

Dafs man so zu unendlich vielen verschiedenen sym- 
metrischen Gleichungen des 4. Grades gelangen kann, welche 

5* 



^^^* BD 

alle auf dasselbe r und folglich auf unendlich viele quadira- 
tische Gleichungen mit derselben Lösung führen^ ist dort in 
e. gezeigt worden. 

Wie man zu verfahren hat, wenn man eine symmetrisole 
Gleichung des 4. Grades aufstellen will, welche direkt ^uf 
eine bestimmte quadratische Gleichung von der hier be- 
handelten Form führt, ist aus If. zu ersehen. 

Nimmt man, um auch hier ein Beispiel durchzuführen, 
die Gleichung 26 

a + b — x B(a — b -\- x) f ,/-ö , , ^^r " 

so hat man r statt x zu setzen und diese Quotienten als 

Stellungen von t^ = l — i^j anzusehen. Man hat also 
setzen 

a + b ^ r 3(ct — & + r) ( x + y V 

3a — b — 3r a — 56 + r \x — y) ^ 

aus dieser Gleichung r zu eliminiren und -r- zu bestimm ^^" 
Das giebt: 

6a — 4& + 4r 3a / x + yV 

3a — 86 5a — 46 — 4r \x~^~y/ 

5a — 4h + Ar = (3a - 86) (f-^-^)' 



5a - 46 — 4r = 3a . (~^) 

\x 4- v/ 



x + yj 

Hieraus durch Addition: 



(x^ — v^r \x — v/ 



(aj* — yT \x — yj 

Sxy{x + 2/)* a 



Ux^y^ — x^ — y^ 6 ' 

die gesuchte symmetrische Gleichung des 4. ßrades. 
erhält als Darstellungen von t: 




.an 



1 / 2r+a — 26 ^ -i /2 a — 6 +j- ^ l/3(a-- 6 + r) lA + & — 
r 2r — a — 26 V 2'a—Sb—r V a — bb + r V 3a — 6 — 



+ 




Die 3. und 4. Darstellung folgen aus den beiden ersten na^^^ 
dem KS. durch Addition und Subtraktion. Setzt man '^ 
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3. i:ind 4. Darstellung einander gleich und x statt r^ so erhält 
irkSLn die Gleichung 26, von der wir ausgegangen sind. 

d. Will man direkt aus einer gegebenen Lösung 
Grl^chungen von der hier behandelten Form ableiten, so ver- 
fall, xt man ähnlich, wie es in Ig. für die Gleichungen von 
d^iT dort behandelten Form geschehen ist; nur ist hier die 
A^^iLf Stellung der Gleichungen leichter, weil die Form weniger 
b^^stimmt ist. Man hat die durch die Lösung gegebene 
iichung nur in eine Quotientengleichung zu verwan- 
n, was immer sehr einfach ist. Will man dann aus der 
f undenen Quotientengleichung andere durch Transformation 
a.l3Xeiten, so ist das hierzu erforderliche Verfahren in b. an- 
geben. Ein paar Beispiele werden genügen. 

Es sei nach der Gleichung 18 oben als Lösung 



1) x = ya^ + h^ 

gegeben. Dann hat man 

x^ = a^ + W 
ic* — a^ = J2 

(2) ^+«=_A_. 

*-^^-mit ist die Aufgabe schon gelöst. Multiplicirt man im 
^^^nner mit 2, so hat man durch korr. Addition 

a?-f a- 25 ~ & — 2a; + 2a I-IÖJ- 

^-'^er man hat aus (2) allgemein nach dem KS. 

l^tf^ (^ + öj)w -\' hn (a? -|- a)p + ^9. 

hm -\- {x — a)n hp •{• {x — a) g 



L.x = YcF+V. 

Aus dieser Gleichung kann man beliebig viele andere 
^Einschreiben, indem man für die willkürlichen Gröfsen be- 
^^cbige Zahlen setzt. Aus jeder so gewonnenen Gleichung 
^ann man durch korr. Add. wieder beliebig viele andere ab- 
leiten. Setzt man z. B. m = 3, w = — 1, j) = 1, g = — 2, 

^o erhält man 

nt 3a — & + 3a; a — 2& + ^ t -i/"« — i — T^ 
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Hieraus allgemein durch korr. Add. 

12 (3a — &4-3''')»»i+(« + 3&— a;H (a — 26-j-«)OTj_-f (2o+6 — 2a;)», 

' (3a— 6+8a;)p, + (o+8&— a;)3i"~(a— 26 + x)p, -iH;~2ö4-& — 2«)«i 

Setzt man hierin für »»i, w^, jJj und ^i bezw. 1) 1, 1, 1, — 1; 
2) 1, 2, 2, 1; 3) 3, 2, 3, — 1, so erhält man: 



13. 



14. 



15. 



2a + 5 + ^ h — Za -\- X 



a — - 2& + 2aj a + 36 — 3a? 

5a + ö& + a? ha — 3a; 

TcT+T +~bx 4a — 36 

lla + 36+ 7 a; 7a — 46 — a; 

8a— 66 + 10"S a — 76 + 6a; 



U. S. w. 



Soll die Lösung nach der Gleichung 20 oben 

2) X =^Y^r^p[Öäb+W 
sein^ so hat man 

x^ = (5a + 6)2 — 24a2 

(5a + 6)2 — x^ = 24a2 

/Q\ 5 a + 6 + a; 3a 

^^^ 80 5a + 6 —X ' 

Damit ist die Aufgabe schon gelöst. Will man gerade 
die Gleichung 20 haben, so mufs man aus (3) weiter bilden: 
5a + 6 + ^ 3a 6 — a + a; 



6 — 3a + a; a; — 2a — 6 a + 36 — x 

Die beiden ersten Quotienten sind aus (3) durch korr. Subtr. 
entHtanden. Der dritte Quotient ist aus den beiden ersten 
nach dem KS. mit Subtr. abgeleitet, nachdem der zweite mit 
2 erweitert ist. Die Gleichsetzung des ersten und dritten 
(Quotienten giebt die Gleichung 20. 

Man hätte aus 2) auch so schliefsen können: 

x^=^(a- Vf + 12a6 
x^^{a — hf = 12a6 

X -\- a — 6 4 a 

--^~, = TT ^' S. w. 

36 X — a + 
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Soll die Losung nach der Gleichung 23 

S) x = ya(a — b) 
sein 9 so hat man 

x^ = a(a — 6) 



w -^^ 



X a 

X 



Nach dem KS. folgt hieraus durch Addition und Subtraktion 

a -\- X a — X 

■ ' ^ " «s^s - — • 

X -\- a — b X — a + & 

Multiplicirt man im Nenner mit 2, so erhält man durch ein- 
fache korr. Addition 

Sx + 3a — 2b x — a + 2b 



[23] 



a — 26 + ic 3x —■ 3a + 2b 

Man kann aus (4) auch zunächst durch korr. Add. beliebig 
speciell bilden 

-i /» 3x 4- 2a — 2b 3a 4- 2x t -i/""? TT 

Hieraus nach dem KS. allgemein 

^^ {3x + 2a — 2b)m+{3a-{-2x)n {3x-['2a — 2b)p-\-{3a + 2x)q 

' {2x — Sa + 3b)m+(2a — 3x)n (^x — 3a+3b)p + {2a—3x)q 

L, X = ya{a — fe). 

Setzt man hierin für m, n, p, q bezw. 1) 1, 2, 2, 1; 
2) 2, — 1, — 1, 3; 3) 3, 1, 2, 3, so erhält man 

Ij^ Sa — 2b + Ix 8a; + 7a — 4:b 

a -{- 3b — 4aj x — 4a + 6^ 

IQ 4a; + a— 4& 7a + '^b + 3x 

7a; — 8a + 6& '9a — 36 ~ IIa; 

20 ^^^ + 9ct •— 66 13a — 46 4- 12a; 

3ä^^ 7a + 96 ~ 66 — bx 



L. X =ya(a — 6). 

Soll die Lösung 

4) x = ±5 
sein, so hat man 

x^ = 25 



X 6 

6 X 



21. 



6a -^ hx 6c — dx 

L. X = + b. 



Dann hat man 



x(a + 6 — x) =: ab 
a -{- h -— X b 



(6) 



a X 



*) Um die Gleichung aufzulösen, wendet man einfachsten 
Addition an. Dann erscheinen die Faktoren x -\- b und x — 6, 
hat also 1) x -\- 6 =^ 0^ 2) x — 6 = n. s. w. 
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Hieraus nach dem ES., nachdem die Quotienten bezw. 1) i^nait 
a und 6, 2) mit c und — d erweitert sind, 

/p-N X 5 ax -\- 6b ex — 6d 

^ ^ 5 X 6a + 5a? 6c — dx 

Man kann also aufstellen 
ax -{- bb ex — bd 



en 



Erweitert man den ersten Quotienten in (5) mit m, 
zweiten mit w, und verbindet nach dem KS. den ersten Ä^ut 
dem dritten, den zweiten mit dem vierten Quotienten, so er- 
hält man zwei neue gleichwertige Quotienten und daher ^iß 
Gleichung 

99 ax -^ 6b -\- mx ex — 6d -{- 6n 

6a + 6a; + 5m 5c — da; + nx 

L. a; = + 5. 

Die sechs Gröfsen a, 6, c, d, m, n sind willkürlich, köia^ic:*®^ 
also beliebig gewählt werden. Sie müssen sich bei der IH^^^' 
Wickelung alle wieder herausheben.*) 

e. Dafs man auch jede vollständige quadratis 
Gleichung in unendlich vielfacher Weise auf die hier "^' 

handelte Form (1) bringen kann, ist nach dem Obigen '■-^" 
nach li. leicht einzusehen. 

Es seien als Wurzeln der aufzustellenden Gleichung ^^' 

geben 

1) x^ = a, x^ = h. 



he 



^0 



„. A C 73 

aus hat man nach dem ES. zunächst die allgemeine 
chung 

(a -{- h — x)m ■\- hn (a + ^ — ^) P + ^5! 

am 4" **^ ap ~\- qx 

Hierin kann man für m, n, p und q beliebige Zahlen 
n. Die Gleichungen werden jedoch etwas einförmig, da 
iähler überall a — x und im Nenner kein b vorkommen 
. Um eine solche Einförmigkeit zu vermeiden, kann man 
bei (2) und (4) verfahren, oder man mufs die Formel III 
jnden. Im letzteren Falle ist nach (6) und (1) 

Ä = a -{• b — X, B = ay C=b, D = a?. 

j man dann für die willkürlichen Gröfsen m, n, p, g, 
^1, Pi und g^, bezw. 1) 3, 1, 1, 1, 2, 3, 1, 2; 2) 1, 2, 3, 4, 
4, 1; 3) 2, 1, 3, 1, 3, 2, 1, 4, so giebt das: 



15a + 8& — 3a; 



9a + 


4& 


— X 


5a + 


6ö - 


- 4x 


6a + 1 


12 & 


+ 2a; 


10a + 


9h 


— 4a; 



5a 


+ 4& + X 




3a 


+ 26 + x 




15 < 


% + Uh + 


6a; 


15< 


» + 28& — 


8a; 


15( 


» + 12& — 


Ix 



[873] 



[87J 



u. s. w. 



10a + 3ft + 2a; 15a + 4& + a; 

L. X = a, b. 

Einfacher verfährt man, wie bei (2) und (4). Durch 

. Addition bildet man zunächst aus (6) beliebig die spe- 

e Gleichung 

3a + & — a; 2a; + 6 

a — h + X 2a; — b 

•aus folgt nach dem KS. die allgemeine Gleichung 

(3a + & — x)m + (2a; + b)n ^^ ( 3a + 6 — x)p + (2a; + b)q 
(a — 6 + x)m + (2a; — b)n (a — & + ^)P + (2«? — ^)äf 

L. X = ttj b. 

Setzt man hierin für m, n, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 2; 
., 3, 3, 1; 3) 2, 3, 3, — 2, so erhält man: 
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2Ä _3aj-_2& +_^ 3a -f 8& + 8a: 

• ~a — 26+ Sx ~ ~a~-^Sb~+6x 

rtQ 3a + 4& + Öa; 9a + 4& — x 

a — 4& + 7« 3a — 4& + 6a; 

^O ^^ + 6h + ^x ^__ 9« + & — 7a; 
2a— 5& + 8a; "^ ~3a — 6 — i' 

L. a? = a, 6. 

Aus den Gleichungen 23 — 30, deren Zahl sich leicht Ihit 
beliebig vermehren läfst, welche alle die Wurzeln a undL b 
haben, lassen sich nun wieder beliebig viele Gleichungen ^'<z>ji 
derselben Form mit anderen Wurzeln bilden. Man hat is n 
den aufgestellten Gleichungen nur statt a und b diese Wurz^^lü 
zu setzen. 

Sollen die Wurzeln der aufzustellenden Gleichungen z. JB. 

X^ — Öy CO,g — — a 

sein, so hat man 3 statt a, 2 statt 6 zu setzen. Man erb a-lt 
dann aus den Gleichungen 24 — 26: 



61 — 3a; 23 + a; 



35- 


- a; 




13 


+ 


X 


27 + 


4a; 




73 


+ 


6a; 


39 — 


2a; 




101 




Sa; 


24 -- 


2a; 




69 


— 


7a; 



31. 



32. 



18 + a; 53 + x 

L. a; = 3, 2, 

Sollen die Wurzeln 

r»! = 2a — &, iCa = 26 — a 

sein, so ist 2 a — 6 statt a, 26 — a statt 6 zu setzen. öb^^^^Ji 
erhält so aus den Gleichungen 24 — 26: 

,3j^ 22a + 6 — 3a; 6a + 36 + ^ 

14a — 6 — X 4a + 6 + a; 

rt- 4a + 76 + 4a; ^^ 16a + 136 + 6a; 

196 — 2a — 2a; ^ "2a + 416 — 8a; 

«^ IIa + 86 — 4a; 18a + 96 — 7a; 

^^* 17a -46 + 2a; "" 26a"- 7 6~+"ic" ^' ®' ^• 

L. a; = 2a — 6, 26 — a. 
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Für die Wurzeln a + 6 und a — b erhält man aus den 
äichungen 24—26: 

23a + Tb - Sx Oa + b -{- x 

• ISa + 6b — X ~ ~6a + b -\- X 

IIa — 6 + 4.r 29a + b + 6x 

• 17a — Tb — 2x 43a— 13&— Sx 

^ 19a + 6 — 4a; 27a + 36 — 7a; 

• 13a + 76 + 2a; 19a +116 +^ 

L. a; = a + 6, a — b. 

Soll die Lösung x = + a sein, so ist nur — a statt b 
setzen. Man erhält aus denselben Gleichungen: 

7a — Sx a -f- a; 



K 



5a — X a -{- X 

4a; — a 6a; + a 



2a; + 7a 8a;+ 13a 

» o — 4a; 3a — 7a; 

' 7a+ 2a; IIa + x 

L. X = -\- a. 

Die Gleichung [112], welche ihrer Form nach hierher 
bort, scheint direkt aufgestellt zu sein. Man wählt das 
odukt links und die Wurzel x = a — 6. beliebig. Das 
odukt links erhält für diesen Wert von x den Wert 
i{a + c). Das Produkt rechts ist so zu wählen, dafs es 
r den angegebenen Wert von x ebenfalls den Wert 2a(a + c) 
bält, was auf vielfache Weise geschehen kann. Man vgl. 
s in 11 über die Gleichung [Hl] Gesagte. 

f. Von den bisher behandelten Gleichungen sind die- 
ligen dieses Abschnittes als die ursprünglicheren anzusehen. 
3 ergeben sich, wie oben in b. gezeigt ist, bei der Auf- 
jung der symmetrischen Gleichungen des 4. Grades in grofser 
izahl gleichsam von selbst; sie lassen sich aus den Dar- 
illungen von t stets leicht ablesen. Die in I behandelten 
eichungen konnten nicht immer aus den Darstellungen von 
ibgelesen werden; sie haben eine speciellere Form als die 
3r behandelten Gleichungen. Eine Gleichung von der in I 
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behandelten Form hat zugleich immer die Form der hier 
handelten Gleichungen; aber die hier behandelten Gleichung ^^i 
haben nur selten die Form der in I behandelten Gleichung ^^m 
Es liegt daher die Frage nahe: 

Kann man aus jeder Gleichung von der Foix* m 

^ = -J oder AB = BG [18-28] 

eine Gleichung von der Form 

^- = -^i oder A^G^ = B^^ [8-11] 

ableiten^ und wie geschieht das? 
Eine solche Transformation ist stets möglich und zygv&t 
in unendlich vielfacher Weise. Man hat nur eine der all- 
gemeinen Gleichungen I, II oder III zu bilden und die will- 
kürlichen Gröfsen so zu bestimmen, dafs die verlangte Be- 
dingung erfüllt, d. h. dafs der Nenner links gleich dem Zähler 
rechts wird. Man reicht schon mit den einfachen FornaelB 
I oder II aus. In den Ausdrücken A, B, G und D kommen 
die drei Gröfsen a, b und x vor. Die willkürlichen Gröfsen 
m, fiy p und q sind so zu bestimmen, dafs die Koefficitoten 
von a, h und x im Nenner links und im Zähler rechts einander 
gleich werden. Man erhält drei Gleichungen, die aufzulösen sii^^- 
In den meisten Fällen reicht man schon mit der Gleichixxig 

^-s Ä C mÄ + w(7 

•^V^ ~B ~ ^~ mB + nD 

aus. Einige Beispiele werden das Verfahren genügend ^^' 

klären. 

Es sei als die zu transformirende Gleichung 

^ V Sa — 2b + Sx X — la + Sb ^^.^ 

^ " a — 2b + X ~ 3x — 6a + 46 ^^ J 

gegeben. Wir bilden nach (7), denn diese Formel genÄ JP' 

hier schon, 

m{Sa — 2b + 3x) -}- 7i{x — la + 86) a? — - 7a + 8& 

m(a — 26 + ^) + *K3^ — 6a + 46) 3« — 5a -f 4^ 

Soll der Nenner links gleich dem Zähler rechts werde:::^*» 
wie grofs auch Xy a und h sein mögen, so mufs, wie aus d^^' 
Vergleichung der Faktoren von x, a und 6 folgt, sein: 
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11 



Das giebt: 



126 



m + 3w = 1 
m — 5w «= — 7 
An --2m = 8 , d. h. 
m = — 2, w = 1. 

13o — 6x X — 70 + 8^ 



85 — 70 + ^ 3a; — 5a -|- 46 

(12& - 13a — bx) (3a: - 5a + 4&) = (8& - 7a + xf 
lj.x=ya?-h\ 

Aus dieser Gleichung lassen sich nach den im 1. Ab- 
schnitt angegebenen Methoden unendlich viele andere von 
derselben Form ableiten. 

Es sei 

Öa — 66 + ^ 3o — 56 + 3a; 



2) 
^ a '\' X a '\''b '\- X 

20 transformiren. Wir bilden zunächst 
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m{ha — 6& + ^) + n{Za — 66 + 3a;) 3a — 56 + 3a; 



m{a + a;) + w(« + 6 + ^) 
W'ir müssen daher setzen 



a •\' h ■\- X 



öa.8 giebt: 



m + n = 3, n = — 5, m + » = 3, d. h. 

m = 8, » = — 5. 



25a — 236 — 7a? 3a — 56 + 3^ j i^ 

3a — 56 + 3a; a + 6 + ^ ' 



(25a — 23& ^lx){a + 'b + x) = (3a — 56 + Sa;)^ 

L. X =y(a — 6)(a + 3&). 
Es sei 

oN . 5a — 6 + a; 2(2a — 6 + a;) p^Q-, 



2(a + 26 — a;) a + 116 — a; 

^^ transformiren. Ein Versuch ergiebt leicht, dafs die Gleichung, 
^^ie man das Verfahren auch einrichten mag, in dieser Form 
^^ch nicht so einfach behandeln läfst, wie die Gleichungen 
"*') und 2). Man würde z. B. erhalten : 

2m + w = 4, 4m + llw = — 2, — 2w — n = 2. 
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Diese Gleichungen können jedoch nicht zugleich besteh« 
Wir müssen hier daher die vollständigere Formel 11 (oder XT) 
anwenden imd erhalten 

m(6a — 6-|-.r) + 2w(2a- ^ + .r) i3(6a — i> + rr) + 2g(2a — 5+ r*:?) 



2m(o + 26— a;)+«(a-|-ll2>— .r) 2p(a + 26 — jt) -|-<ir(a+116— .sacr) 

Es mufs werden 

2m + n = 5j} + 4g 
4m + lln = — p — 2g 
2m + w = — j) — 2g 

Das giebt als einfachsten Fall 

m=^b, n = — 1, p = 9, g = — 9. 

Da jedoch nur die Verhältnisse in Betracht kommen ad^r 

sich ein fortgelassener Faktor leicht wieder hinzufügen 12lC^% 

so setzen wir i? = 1, g = — 1 und erhalten: 

21a — 36 + 303 a + 5 — x 

9a + 96 — 9a; "^ a — 76 — a: 

(21a - 36 + 3x) {a - U - x) = (3a + U — ^xf 



L. a; «= }/a^ — 14a6 + h^ u. s. w. 



29. 



30. 



y -4 a G 



31. - 



la — 6 + a; a 

76 — a -{' X 

a;+ 3 (a — 6) _ 
a; — 3(a— 6) " 

X -^ a — 6 



31i. 



31,. 



31,. 



a; — a -|- 6 

^a -\- h -\- X 
46 + a + a; 

3a-|-26+ X 
36 + 2a4- ^ 

a + & — ^ 
a + 6 + ^ 



a 
6" 

a 

T 

a 
b 

a 

y 

a 

T 

a 
~b 



3a;+9 a — 76 ^ 



=]/9a«-14a&+ 




= ]/a^"+10a& 
= j/a^ + 6^ 



x + a + bh L ^ _ i/-2 T m^i. irr J^ 

aj + 6 + 6a 

3a-f56 — 3:c j 
sT+öa — 3i • ^ 

26-|- 7a — a; r 1 1 

2a; — 2a + 6 T ^ 

2a; +26 — a 



= j/a^- a6 + J""- 
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a. Diese Gleichungen sind rein quadratisch und haben 
die Form 

Die erste Frage, welche uns hier entgegentritt, ist: 
Lassen sich Gleichungen von dieser Form 
direkt aufstellen, und wie geschieht das? 

Die direkte Aufstellung solcher Gleichungen ist sehr ein- 
fach; man wird aber selten lyid nur zufällig zu leidlichen 
Resultaten gelangen. Setzt man z. B. 

/ox aa + (?& + ya; a ma -^ nh -\- px 



so mufs, damit die Glieder mit x fortfallen, werden: 

p«! + myi = 0, n^y +p^ß = 

Wir haben 3 Gleichungen mit 12 Unbekannten. Setzen wir 
beliebig a = 2, ß = 3, y = 4, «1 = 5, ß^^ 6, y^ = 7 und 
heiter am einfachsten ^ = — 7, m = 5, Wi= — 3, ^i = 4, 
^0 bleibt noch die Gleichung 

7w = 50 + 4^1, 

^^Iche am einfachsten durch m^ = 5, n = 10 erfüllt wird, 
^«tun geht (2) über in 

l^ 2a -f- 8& + ^^ ^ 6a + 10& — 7x 

5a + 66 + 7a; "~ 6 ' 6a — Sb -\- 4:X 



j i/26a8 + lOan + 51 a6« + Oft^ 

Soll die Lösung nicht gar zu unzierlich werden, so mufs 
^n noch andere Bedingungen hinzufügen, z. B. der Koeffi- 
^i^nt von x^ soll schliefslich 1, und die Lösung soll 
^ ^ch a und b symmetrisch sein. 

Es ist für die Erfüllung der letzten Bedingung, wie sich 
^l^äter herausstellen wird, nicht notwendig, dafs auch die 
^^leichung nach a und b symmetrisch ist; aber man kommt 
^^ einfachsten zum Ziel, wenn man der Gleichung auch eine 
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nach a und b symmetrische Form giebt. Die Gleichung habe 
daher die Form 

/o\ aa -^ ßb -{- fix a a^a -}- ß^b -}- fi^x 

^ ^ ab -\- ßa -\' fix b a^b -{- ß^a -{- fi^x 

Wendet man auf diese Gleichung korr. Subtr. an und 
hebt im Nenner durch a — 6, so erhält man 

aa -\- ßb -\- fix a(a, a -\- ßi b -\- fi^ x) 

a — ß «1 (« + &) + f*i ^ 

Sollen die angeführten Bedingungen erfüllt werden, so 
mufs sein und genügt: 

1) «i/Lt + a/Ltj = (a — ß)(J^i, d. h. a^fi + ßfi^ = 

2) ftfti = — 1. 

Diese Gleichimgen werden, ohne der Allgemeinheit Ab- 
bruch zu thun, am einfachsten erfüllt, wenn man setzt: 

(1=1, fAi= — 1, cc^ = ß. 

Dann erhält man aus (3) als allgemeine Form einer 
Gleichung, welche die gestellten Bedingungen erfüllt, 

^j^N aa -\- ßb -\' X a^ ßa + ß^b — x 

W ab + ßa + x T ' ßb + ß^a - X 

(4i) L. = Yß'a' + {aß - aß, + ß' + ßß,)ab + ß^b\ 

Setzt man in (4) für a, /} und ß, bezw. 1) 7, — 1, — 5; 
2) 3, — 3, 1^; 3) 1, — 1, — 5, so erhält man die oben auf- 
geführten Gleichungen 29, 30 und 31. 

Auch für eine beliebige in (4^) enthaltene Lösung kann 
man eine beliebige Anzahl von Gleichungen aus (4) ablesen. 

Soll die Lösung 

1) x^Va^ + V 

sein, so mufs nach (4^) 

werden. Dann mufs , , 

ß,= "+' 



sein und die Gleichung (4) geht zunächst über in 

rt aa -\- b -^ X a {a — 1) (a — a;) -|- (a + 1)6 

• ab + a + X ~ T ' Jcc-^^lfib - x) -{- (a + l)a 

L,x = Ya^ + b\ 



3. 



4. 
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Setzt man hierin a = 2, — 1, 4, so erhält man bezw. 

a a •\- ^h — X 

a 



2a 


+ 6 + ic 


26 


+ a + a? 


X 


a + & 


X 


+ a — & 


4ä 


i -\-h •\- X 



& + 3a — 


a; 




a — a; 






& — X 




3a + 5& 




3a; 



r* ^^ ~r ^ -r -^ ^ *^'* ~r *^^ "»^ roi i 

**• 46 + a + a; ~ & * 3& + 5a — 3a: ^^ ^^ 



Soll die Lösung 

2) x = y4a^ + 3ab + U^ 
werden, so mufs nach (4j) 

/3 = 2, aß — aß^ + ß^ + ßßi = 3, also 

P^ a - 2 

sein. Setzt man a = — 1, 0, 1, 3, 4, also entsprechend 
/S^ = ^, — ^, — 3, 7, 4^, so erhält man aus der Gleichung 
(4) bezw. 

X — a -{- 2b a &a -\- b — Sx 



6. 



7. 



8. 



a; — 6 + 2a b 

a; + 26 a 

a? + 2a b 

a -|- 2& + ^ <* 

b -{- 2a -\' X b 



^ 3a -|- 26 -^r X a «m» -p iv — .*/ ^«^ -i 



lO. 



4a + 26 +^ ^ 

46 + 2a +a; T 46 + 9a — 2a; 



66 + « — 3a; 


2a; 


4a + 6 


2a; 


— 46 + a 


X - 


-2a + 36 


a; - 


-26 + 3a 


2a 


+ 76 —X 


26 


+ 7a —X 


4a 


+ 96 — 2a; 



Soll die Lösung 



3) a;==Va*+äF+ 
sein, so hat man wegen (4i) 

/J = 1, a/3 — a/J^ + /3* + /J/3, = 1, also 



a 



Bardey, sur Formation qnadr. Gleich. 
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^''- -B= b D- 

Setzt man daher a = — 1, 3, 4, 5, also entsprechend 
ßi = ^f f , f , f , so erhält man aus (4) bezw. 



11. 



12. 



b — a + a? a 2a + 6 — 2x 

~ y * 26 -|- a — SlöT 

a 2a + 3& — 2a; 



13. 



14. 



a 


-6 


+ a; 


3a 


-\-h-\-x 


36 


+ a 


+ a; 


4a 


+ b 


+ a> 


45 


+ « 


+ « 


6a 


+ 6 


+ x 



6 26 + 3a — 2a; 

_ ^ 3c4 + 4& — 3a; 
" y ' 36~+ 4a — 3a; 

a 4a + 66 — 4a; 
hh •\- a -\- X . h 46 -|- 6a — 4a; 

Die Gleichung 11 geht in Slg über, wenn man — h 
statt h setzt. 

b. Den eigentlichen Schlüssel für die Aufstellung 
von Gleichungen der oben angegebenen Form bilden 
die symmetrischen Gleichungen des 4. Grades. 

So sind in [IL 298] aus der symmetrischen Gleichung 

des 4. Grades 

/5\ (a;* + xy + y«) {x + yY ^ _a 
^ ^ {x^ — xy -^ y*) (x — yY 6 

folgende Darstellungen von t entwickelt und angegeben: 



1 



■ V—if^- ä- Vu^hr 



3. l/5?+X- ' 4. l/j»-^-» 

V r — o — 56 r 76 — a 



— 6 +r 



+ r 



(6) 5.1/,;^"-+^ 6. 1/i^-i^) 

^ ^ r 3(r — a — 6) r a -|- 176 — r 



r l/« a-f66-|-r 8l/^ a— 76.+ r 

' V T ' ba + 6+7- - ' V h ' 7a — 6 + r 



Q l/_?L "_+?L?^+i* 10 l/^ 3(a + 6 + 

^' r 6 ' 3(a + 6 + r) 'K ¥ ' 17a + 6 + r 

11 'l />7a + 6-r -|/a a-6+7 « 1 A' «+ 176 + r 

^ rt4-17i>_,. '^- K 5 'ft — a+r ^^- Y 6« * 17a+6 + r 

r = l/a^ + 34a6 + 61 

Setzt man die 4. und 7. Darstellung einander gleich und 
X statt r, so erhält man die Gleichung 29. — Aus den an- 
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^^- B ^ b D' 

geführten Darstellungen von t lassen sich noch sehr viele 
andere Gleichungen von der hier behandelten Form hin- 
schreiben. So ergiebt sich, indem man x statt r setzt: 

a — Ib -\- X 



15. 


6a + ^ + ^ • « 
5& + a — X b 


16. 


X + a -{- b a 
X — a — b b 


17. 


la — b -\- X a 
76 — a -\- X ' b 


18. 


X -\- a — b a 
X — a 4- b b 



— -— • 



b — la -\- X 



aus 3 und 8 



- - • - 



a + IIb + X K 1 o 

,— 1— r= — —- aus 5 und 9 
b + 17a — X 

3a + 3& + 3a; . j ia 

— „ ^-7—7-1 aus 4 und 10 

17a + & + a; 

a 4- IIb + X -o j IQ 

, ' „ — — aus 12 und 13 
b + 17a + X 



L. x = Va^ + Mab + b\ 

Die Gleichung 15 ist vo^i der Gleichung 29, die vorn 
aufgeführt ist, nur durch das Zeichen von x verschieden. 
Da die Gleichungen alle rein quadratisch sind, so kann x 
überall auch mit dem entgegengesetzten Zeichen genommen 
werden. 

Für die Aufgabe [IL 305] kommt man zunächst auf die 
symmetrische Gleichung des 4. Grades 

/^N (a;^ — icy + y^) {x + yY ^ a^ 
^'^^ {x^-\.xy + y^){x-yY b' 

und es sind dort als Darstellungen von t gefunden: 



1 l/ 8a -Sb + r o 1/ " 2a 

^- V ¥b ^- V sF^iTjcT+T 

3. 1/ ^-"«; + ^ 4. ]/ll-^+L. 

V Sa — b — r V 6b — 3a + ** 

- •M /la~^~9 b + Sr p -i/ Sa + Sb — r 

' V Sa + 36 — r ^' V Yb^^9a + Sr 

(8) 7. i/-^.|«-^_+r 8. l/^l^^ 

^-^ ro3& — a + r r6 5a — 36 — r 



q 1/^ 8a + 3& + r ^^ l/Z 9a — 76 +_3r 
^- K 5 * 96 — 7a +^ ■*^^* vT' 3a + 36 +"7 

1 1 ] / 7ä^^^6~+~8T tS> "l/q 3a — 36 + r 1.^ l/a'^ 9a— 76 + 3r 
r76 — 9a + 3r ■K6"36 — 3a+r 'K 6^ ' 9 6^^7~ä Hh^r 

r = Yda^ - 14a6 + 9b\ 
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B b 1) 

Aus den angegebenen Darstellungen von t erhält ma 
indem man x statt r setzt: 

1;K VT — o I = f. • oi I - aus 4 und 7 

30. .. 1 oj = r • R — uj ■ aus 5 und 8 

3a + 3o— a; b ha — 3£> — x 

4H 3a + 36 — X a 7b — 9a + 3a; ^ , ^ 

21- 8-« 4 36 +^ = y • 96 --7«-+ 80, *"« ^ "^"^ ^ 

rtft a — 3& + a; a 9a — 76 + 3a; « j i/\ 

22. ia-b-^x =6- 3«-+36 4«" *"'^''"'* ^^ 

^4^3^^- 6) = « «« - J6 + 3«' [30] a«s 12 und 

X — 3(a — 6) 6 96 — 7a + 3« *- -" 



L. a: = }/9a« — 14a6 + 96*. 
Aus der symmetrischen Gleichung des 4. Grades 

tq\ _ i^J + y") ('g + y)' ^ 

ergeben sich nach Ec. folgende Darstellungen von t: 



1. 



3. 



V'-'^P^ s. }/=f 



+ »• 



■i/Ta — b + r . -i/ la + b — r 

K36-a + r Kr — o — 6 



(10) 5. T/'-^L^^JI 6. -|/^. 8(«-3fe + r ) 

^ ^ r a + 6& — r r 7a — 6 — r 

7 1/ <^ ~3(a + ^ + ^) o l/a_ a + 66 + r 

'• r 6 * 5a + 6+>y °' K&*a + 6+r 




s 
m 



9. l/^^i«-+'— 10. i/«.?^^^-^) ILl/Jj^ 

r a + 66— r r 6 b — a + r V o* & + 6a 

Die ersten 5 Darstellungen sind nach Ec. die für t tct'^^^^ 
den Indices x — y, x -}- y^ xy, x^ + y^ und a^ — ^y ^ 
Die 3 folgenden Darstellungen ergeben sich bezw. aus 
3 vorhergehenden, indem man das r des Zählers in ^3- ^^ 
Nenner und das des Nenners in den Zähler bringt, oder ^^^- -"' 
facher aus der 1. und 2. Darstellung, wie es in pl. 2^^ ^^ 
oder in Ec. angegeben ist. Die 3 letzten Darstellungen 
geben sich durch Multiplikation von bezw. 4 und 5, 1 und n» 
7 und 8. 
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^ ^* B b ' D' 

Setzt man die 10. und 11. Darstellung einander gleich 
und X statt r, so .erhält man die oben angeführte Gleichung 
31. — Weiter kann man aus den Darstellungen in (10) ab- 
lesen: 



24 7a — 6 - j" ^ ^ a -\- 6h -}- X 

36 — a -\- X h a + h -\- X 

OK X — a — b a a — 36 + ^ 

a •■{- 6b — X 6 7a — 6 — x 



aus 3 und 8 
aus 5 und 6 



9ß 6a + b — X a 3a + 36 + 3a; . , _ 

^'^* ^ r = IT • . , r T — aus 4 und 7 

a; — a — o b 6a -\- b -f- x 

97 5a + 6 — a; aa; + a — 6 ^ j^r^ 

^'* iTiH = -JT 7-T aus 9 und 10 

6b •■{- a — X b X — a-f-6 

L. ic = ]/a2 + lOafc + h\ 

Von den Gleichungen 15 bis 27 sind viele in Bezug auf 
ö und h nicht symmetrisch, obgleich alle eine symmetrische 
l^ösung haben. Damit ist die oben in a. ausgesprochene Be- 
^^.uptung bestätigt: Gleichungen von der hier behan- 
delten Form sind nicht notwendiger Weise nach a 
und 6 symmetrisch, wenn die Lösung nach a und h 
^yni metrisch sein soll. Die in a. für die Aufstellung solcher 
Gleichungen entwickelten Betrachtungen können daher nicht 
^^■schöpfend sein. 

C. Gleichungen von der in den vier ersten Abschnitten 

"^handelten Form lassen sich aus jeder beliebigen symme- 

^^"ischen Gleichung des 4. Grades ableiten. Die Gleichuugen 

^^^ der hier behandelten Form sind specieller als die bis- 

^^rigen; sie lassen sich nicht aus jeder symmetrischen Glei- 

^tving des 4. Grades ableiten. Sollen sich aus einer symme- 

^schen Gleichung des 4. Grades quadratische Gleichungen 

^^^ der hier behandelten Form ableiten lassen, so müssen 

^^® Badikanden gewisser Darstellungen von t einen Faktor 
a 

h haben, oder es müssen sich doch solche Darstellungen 

^^^1 t bilden lassen. In [IL 298] ist nachgewiesen, dafs in 
^^esem Falle die symmetrische Gleichung des 4. Grades 
^e Form 

(aaj* + ^a^xy + ccy^){oc -|- yY a 



(11) 



(ßx' + 2ß,xy + ßy*)(x-yy b 
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^^' B ~ b ' D' 

haben mufs, d. h. links im Zähler den Faktor (x + yYj 
im Nenner den Faktor (x — y)^ 

■ 

Entwickelt man aus der Gleichung (11) die Darstellungen 
von t, so kommt man auf 

(12) r =l/(/J+A)'a'+2(ai3-3ai3i+3ai^~aiA)a6+(a— aj^fc^ 

Dies mufs zugleich die Lösung aller aus der Gleichung 
(11) abgeleiteten quadratischen Gleichungen sein. 

Soll die Lösung der aufzustellenden quadratischen Glei- 
chungen symmetrisch werden, so mufs 

/* + A = a — «1 
sein. Setzt man diese Gröfsen =i); so wird 

Dann geht die Gleichung (11) über in 

/-l o\ («g;^ + 2(a '-p)xy + ay^)(x + yY ^ a^ 
^"■^^^ ißx' + 2(p - ß)xy + ßy^){x - yf b' 

Hieraus erhält man nach [II. 233] oder nach Ec. 



\^V ^ y y 2{2a-p)b' ^"^^y— V pb-pa+r' 

(15) r=^yp\a + 6)2 + 8(2«^ ~ (« + ß)p)ah. 

Die Gleichung (13) giebt die allgemeine Form 
einer symmetrischen Gleichung des 4. Grades, aus 
welcher sich, indem man die Darstellungen von t 
entwickelt und x statt r setzt, solche quadratische 
Gleichungen von der hier behandelten Form ab- 
leiten lassen, die eine nach a und h synfmetrische 
Lösung haben. Die Lösung mufs den in (15) für r an- 
gegebenen Wert haben. 

Setzt man in (13): 1) a = 2, ^ = 2, i? = 1; 2) a = 2, 
/3 = 2, |) = 3; 3) a = 1, /3 = 2, p = 1, so erhält man bezw. 
die oben aufgeführten Gleichungen (5), (7), (9). 

Setzt man a = 4, j3 = 4, |) = 3, so erhält man 

{^x' + (cy + 2y^){x + yY a 



(16) 



(2a;« — xy + 2y^) {x — yf b 
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Aus dieser Gleiclmiig ergeben sich als Darstellungen von t: 



1. •|/ 3a-8& + r 3. l/ 1^ 

r 106 K 3& — 3a 



+ T 



3. 1 A3a — 36 + ^ 4 i /7a + 36 — r 

r 136 — 3a + »* ' r r — 3a — 76 



ri7) 5 1 A^ct + 96 — 3r g -i/ 6(r — 3a — 3 6) 

^ "^ ' r 5(r — 3a - 36) * V 9a + 416 — 3r 

Y l/_?L 3a — 136 + r g l/^t 3a + 76 + »* 
r T ' 13ä— 36 — r ' r T * 7a-i- 36 + »• 

9. iX?^ 6 (3a+36 + r) jq^ -i/a 9a + 416-f3"r 
r y * 4ia + 96+3r ' V T ' 5(3a + 36+r) 

1 1 1 /4Ta^+T6^8r . ^ -iVa 3a— 364-r . « iVa' 9a+^l&+3r 
^^T 416 + 9a— 3r ■*-^- K T* 36-3a+r ^ ^' K 6^ * 96+41a+3r 

r = y9a^ + 82a6 + 96^ 

Die Darstellungen 5 und 6 sind bezw. die für t mit 
den Indices 2a? + icy + 2y^ und 2x^ — ^^2/ + 23/^ Sie sind nach 
[II. 233] oder nach Ec. gefunden. Die andern sind gefunden 
nach [II. 298 und 305] oder ebenfalls nach Ec. — Aus den 
angeführten Darstellungen von t ergeben sich, indem man 
X statt V setzt, u. a. folgende Gleichungen: 

7a + 36 — Ä a 3a — 136 -\- x . , „ 

28. 76 + 3a-^ °y 36-13« + ^ ^'^^^^^ ^ 

6 36 + 7a + ÄJ 



76 + 3a 


— x 


13a — 36 


+ ^ = 


136 — 3a 


+ x 


X — Sa — 


-36 


Ä + 3a + 36 


41a + 96 


— 3a; 



(%£\ a; — 3a — 36 a 9a + 4:16 — 3a; £. , i^ 

30. — i-^^ — r-TTT- = -,- • ,, , -r, - -, ^- 3-us 6 und 9 

6 96 + 41a + 3a; 

o^ 41a + 96 — 3a; a 3a — 36 + a; ^^ j io 

dl. T^-^ — r-^; r— = -T- • TTi 7i — — aus 11 und Izu. s. w. 

416 + 9a — 3a; 6 36 — 3a + a; 



h. x = y^a" + 82a6 + 961 

Setzt man in (13) a = 1, /3 = 0, |) = 1, so erhält man 
/jgx (a;' + y') (X + y)' _ « 

Diese Gleichung giebt, in der oben mehrfach durchge- 
führten Weise behandelt, keine grofse Ausbeute, da zwei 
Glieder fortgefallen sind, links oben xy^ links unten x^ + y^. 



^^' B h ' D 



Man erhält als Darstellungen von t: 



r 26 r a — 6 + r Y a — Sh-A-r 



. l/3a — h — r p. l/!^! g — 36 —7 ^ l/^ a + ö — r 
^' y a + b +lr ^- VT' a + h-r ^' VT' Sa-b + r 

rg-36 + r ^' V b ' a-b + r ^' V F *3a — 6 + r 

Hieraus ergeben sich^ indem man x statt r setzt ^ fol- 
gende Gleichungen: 

^^ g + & + aj g g — 36 + oj « jß 

81- a + b-x = y • 3a-fe + a; «''^^ ^ "°<^ ^ 

32. ?-+-^2^ = -^- . ^^^^ aus 4 und 5 

oo^ + ^— ^ ga; + g — 36 - ,q 

33. — ' j-t; = -T- • — -T-T TT aus 7 und 8 u. s. w. 

X — g + 6 X -f- — 3g 

Nach der oben angegebenen Methode zur Aufstellung 
von Gleichungen der hier behandelten Form hat man auch 
über die Lösung zu verfügen. 

Soll die Lösung der aufzustellenden quadratischen Glei^^ 
chungen z. B. 

1) x=ycF+¥ 

werden, so mufs man nach (15) 

(19) i)=l, 8(2aß- a- ß) = — 2 

setzen ; hat also 

P = 



4(2 a — 1) 

Nimmt man daher beliebig 

a = 0, 1; 2, 
so mufs entsprechend sein 

/? — i- _L 

Dann geht (13) bezw. über in 
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^ ® B ~ h ' B' 

Bxy (x + yY a 



(20) 



05* + Qxy + 2/') (^ ■" y)* ^ 

4(a;» + y^(x + yY ^^ a^ 

(3a;* + 2xy + 3y*) (a; — y)^ h 

24(a;* + ojj/ + 2/') (^ + 2/)' « 



(7a;* + lOxy + 7^/*) {x — y)* 6 

In der ersten Gleichung sollte links das Zeichen — 
stehen. Das ist fortgelassen, da man, unbeschadet der Lö- 
sung, die Zeichen von a und b beliebig ändern kann. 

Aus der zweiten Gleichung erhält man in der bekannten 
Weise als Darstellungen von t: 



r Sb — a + r V a -^ b — r r2r — 2a 



4. t/^ 3&-a-r g ^c^ a + b + r -t/ a a + r 

V b 2(&-2a+r) "^' V b 2b + 2r ^' V b a+b+r 

Die 3. Darstellung ist die für t mit dem Index Soc^ 
+ 2xy + 3y^. Daher die Gleichungen 

itJ_ 2a — b 4- X a a 4- b + X ^ ,- 

*• ^ — = Tr ' oT 1 Z aus 1 und 5 

36 — a -j- X b 2o + 2a; 

äÄ X + b a a + b — X ci ;i a 

**^« — ' — = -V r-^— 1 — aus 2 und 6 

X — a b a + ö + a; 

aß a + 6 — X a X 4- a — Sb « ja 

'*^« — ' = -j- • — !— r — j-T aus 3 und 4 

a — a; o a; — 2a -\- b 

L. a: = ya« + ftl 
Soll die Lösung 

2) a? = l/^^"^^6 +T' 
^®-^^, so hat man wegen (15) zu setzen: 

p = l, 8(2aß — a -/}) = — 3. 

' ®tzt man a = 1, so mufs ß = ^ werden, und die Gleichung 
^^^> geht über in 



(21) 



(6a;* + Qxy + by*){x — yY & 



90 ,rj -^ « er 

Va. "s" == 



B b 1) 
Hieraus als Darstellungen von t: 

1 l/^^EMi^ 9 l/ ~ä—2b + 2r o l/ a+ 6 — r 

^' r6&-2a+2r ^'V2a+U-2r ^' K 2&-4a + 4r 

I -|/a g— 8&+^ ;: l/— a+^ + ^ ^ l/^ 2a — 6+ ^ 
^' r "& ■ 6a-46 -4r ^' K "&" * 46-2a+4r ^" K V * 2a+2ft+^ 

Daher die Gleichungen: 

nn Sa — 2b 4- 2x a a + b + x - jk 

«*•• "Ti;^ = j- • ^nr-^ r-s— aus 1 und 5 

8ö — a + ^' ö 26 — a+2a; 

rtQ a — 26 + 2a; a 2a — 6 + 2aJ ^^ j ^ 

oo. r^— ^ = -r- , , , aus 2 und 6 

a + ö — oj a -\- b -^ X 

on a4-& — o; a a — Sb + x o jj 

39. 6— 2M-"2^ ^ T ■ 3^^^2F:=^ *°^ 3 und 4 

L. a? = ]/a^ — aft + 6^. 

d. Dafs oben in c. wegen der vorher bestimmten I^^ö- 
sungen 1) und 2) in (15) p = 1 gesetzt wurde, wie es in 

(19) angegeben ist, war nicht notwendig. Man hätte, xzM-in 
aus (15) die Lösung 1) zu erhalten, auch setzen können 

(22) 8{2aß — (a + ß)p) 2p\ 

Dann wäre (15) übergegangen in 

und man hätte weiter aus (22) erhalten 

/- 4(a + /3)i) + 8a/J = 

p^2lia + ß) + 2ya' + ß\ 

Es müssen daher, der für die zu bildenden quadratiscfa ^^^ 
Gleichungen in 1) gegebenen Lösung entsprechend, a und ß 
so gewählt werden, dafs die Summe ihrer Quadrate^ =■- ^ 
Quadrat ist. Die oben bei 1) in c. für cc und ß gefundei3^^^ 
Werte haben diese Eigenschaft. Es ist 

»■ + (i)" - (v)'- •• + (I)' - (t)' "■ - 

Ebenso hätte man oben bei 2) in c. nicht p = 1 ^° 
setzen brauchen, sondern hätte setzen können 

(23) 8 (2a^ — (« + ß)p) = — 5p\ 
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Dann wäre (16) übergegangen in 



r = p ]/a^ — aft + 6^, 
und man hätte weiter aus (23) erhalten 

Sp^ — 8(a + ß)p + 16a/3 = 



p = 12(a + /J) + 12]/«^ - «^ + ^'. 

Es müssen daher^ der für die zu bildenden quadratischen 
Gleichungen in 2) gegebenen Lösung entsprechend, a und ß 
so gewählt werden, dafs «^ — a/3 + /3^ ein Quadrat wird. 
Die oben in c. bei 2) für a und ß angegebenen Werte 
« == 1 und ß = ^ haben diese Eigenschaft. Es ist 



'•-i-i+(i)"-(i)"- 



Die Gröfsen a und ß, d. h. die Koefficienten der Gröfsen 
•^ + y^ und ajy in der allgemeinen symmetrischen Gleichung 
des 4. Grades scheinen darnach eine merkwürdige Be- 
ziehung zu dem Radikanden von r oder zu der Lösung der 
l^adratischen Gleichungen zu haben, welche aus der sym- 
metrischen Gleichung des 4. Grades abgeleitet werden sollen, 
^m diese Beziehung zu untersuchen, möge die Lösung der 
^^ bildenden quadratischen Gleichungen 

^^iii, da nach (12) die Koefficienten von a^ imd b^ im Radi- 
Kianden der Lösung Quadrate sein müssen. Aus der Ver- 
gleichung von (12) und (24) ergeben sich, wenn wir r = qx 
beuten, die Relationen: 

ß + ßi = M 
aß — daß^ + 3«!^ — a^ß^ = 2Qq^ 

a — «^ = vg 

Bestimmt man aus der ersten und dritten Gleichung 
^1 == a — vq, ßi = fiq — ß und substituirt dies in der 
^^eiten Gleichung, so erhält man 

((IV — Q)q^ — 4:(afi + ßv)q + Saß = 0, 



(26) q ^ ^^"^ + ß^) +^ Vl^'^ ' + ^Q^ß + ^' P 



ItV — Q 
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Damit q rational wird, damit also überhaupt die Glei- 
chungen (25) rational erfüllt werden, müssen a und ß so ge- 
wählt werden, dafs 

ft^a« + 2(faß + v^ß^ 

ein Quadrat wird. Hier sind aber die Koefficienten von a% 
aß und ß^ dieselben, welche in (24) bei a*, ab und b^ stehen.. 
Wir haben daher den Satz: Will man aus der all- 
gemeinen symmetrischen Gleichung des 4. Grades 

{ßx'~+ 2ß,xi+ ßy^Hx - yy = b ^^^>' 
eine quadratische Gleichung von der hier behan- 
delten Form mit der gegebenen Lösung 

x=y(i^a^-j'2Qab + v^^ 

ableiten, so mufs man a und ß so bestimmen, da.F^ 
sie, statt a und b in der Lösung gesetzt, diese rs^- 
tional, d. h. 

(i^a^'j-2(faß + v^ß^ 

zu einem Quadrat machen. 

Die Gröfsen a^, /J^ und q sind dann aus (25) und (2^3) 
zu bestimmen. 

Es sei als Lösung für die zu bildenden Gleichungen. 



1) x^Ya^ + b^ 

gegeben. Dann mufs «^ + /J^ ein Quadrat werden. M^3Hi 
kann daher setzen 

a = 4, /J = 3. 

Aus der Vergleichung der Lösung mit (24) folgt 

|x = i; = 1, 9 = 0. 

Darnach ergiebt sich aus (26) q = 20, 4. Nehmen wir d ^3 xi 
letzten Wert, so wird nach (25) 

«1 = 0, ßi = 1, 
und die Gleichung (11) geht über in 

r9i\ Hx' + y'){x + yy ^ a 

\^^) (3a;2 _|. 2a;y + ^y^) {x — yY 5 * 

Man hätte, um «^ und ß^ zu bestimmen, auch wieÄ-^' 
auf die Vergleichung der Lösung mit (12) zurücJ^eL- 



können, wäre aber auch so wieder auf die Gleichungen (25) 
gekommen, deren Auflösung von einer quadratischen 
GrJeichung abhängt. 

Die Gleichung (27) ist schon oben in (20) auf einem 
arideren Wege gefunden und behandelt. Es sind aus der- 
selben die Gleichungen 34 — 36 abgeleitet, welche die ange- 
gebene Lösung haben. 

Es sei als Lösung für die zu bildenden Gleichungen 

2) x=ya'' — ab + ¥ 

gegeben. Dann sind a und ß nach dem oben aufgestellten 
Sa.tze so zu bestimmen, dafs a^ — a/ä + /J^ ein Quadrat wird. 
N"a.ch der Theorie der Diophantischen Aufgaben findet man 
fiir €x und ß leicht beliebig viele Werte, welche der Be- 
dingung genügen. Als kleinste ganze Zahlen genügen 

a = 1, /J = 1. 

Dann erhält man, da hier ft = i/=l, 2^ = — 1 ist, als 
emfSaehste Werte: 

_ 4 _ _ j_ /» _ i_ 

3—3? «i— 3? Pi— 3; 

"^d die Gleichung (11) geht über in 

^^^^ {Sx^ + 2xy + 3y2) (x — yY b' 
Aj-i^ir^us ergeben sich als Darstellungen von t: 

1. 1/ 1"-^+' 2. 1/^^ 

r2fe — a4-r V a — r 




3. 



1 /a — 26 + 2r . t / a -\- b — r 

V a + b — r ^' V fe — 2a + 2r 



^- Ky2^r=T^r7 6- Ky 6-4:7 



4 



'• Ky'2"6=-'^T2r Ky * a + 6 + r 

r = j/a^ — a6 + 6^ 

Die 3. und 4. Darstellung sind die für t mit den In- 
^s 3x^ + 2xy + 3y2 und 3ä;2 — 2xy + 3«/l Die letzten 



-^Darstellungen sind der Reihe nach aus den 4 ersten ab- 
^^ geleitet oder werden einfacher nach Ec. gefunden. 
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Aus den angegebenen Darstellungen ergeben sich, ind^^m 
man x statt r setzt, als gesuchte quadratische Gleichung^sn*. 

41. -, = ,- • r- 1 — aus 1 und b 

42. = \ ' irr-- — T^o- aus 2 und 7 

43. — \-T-- = r • öiT "-^— 3»us 3 und 8 

a + ^ — ^ 5 a — 2o + 2a; 

A A a -\- h — X aa — 25 + 0? . je 

44. T — 4 — f-^ = -r • 7. JT-^ — aus 4 und 5 

h — 2a + 2a; & 2a — o — a? 

u. s. w. (vgl. 37—39) 



L. X = ]/a* — ah + 6^. 

Die Beispiele liefsen sich leicht beliebig vermehren. "V^t^ir 
lassen es jedoch mit den beiden angeführten bewenden, ^* 
wir später Methoden kennen lernen werden, die viel schnei J^r 
zum Ziele führen, als die hier und in c. und d. angegeben ^3^^* 
Diese beiden Methoden, welche nur mit Hülfe der symrn:^®" 
trischen Gleichungen des 4. Grades zum Ziele führen, hal^ ^^ 
mehr ein theoretisches als ein praktisches Interesse. 

e. Bisher sind aus den aufgestellten symmetrisd 
Gleichungen des 4. Grades nur eine kleinere Zahl von D 
Stellungen für t und aus diesen eine beschränkte Anzahl 
quadratischen Gleichungen gebildet, welche die hier verlani 
Form haben. Nach [IL 233] oder nach Ec. ist jedoch 
Zahl der einfachen Darstellungen von ty die man aus ei^ 
symmetrischen Gleichung des 4. Grades entwickeln ka*^ 
wie nach [IL 298] und nach Ec. auch die Zahl derjeni 

Darstellungen, welche im Radikanden den Faktor y haV?^" ^"' 




unendlich, und man kann daher aus jeder solchen s 
metrischen Gleichung des 4. Grades, die nach ci -^^ 
Obigen von der Form (11) sein mufs, auch unendL i- ^ 
viele quadratische Gleichungen von der hier v" ^^^' 
langten Form ableiten. 

Nach [IL 233] und nach Ec. ist für die Gleichung C^^^' 
wie aus der 1. und 2. Darstellung in (6) nach dem '^ 
folgt, die allgemeine einfache Darstellung von i 
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(30) ^=Vä^ 



— 6 + r)m + 6a • *» 



m -\- (p — a -\- r)n 
Nach [H. 298] und nach Ec. ist für dieselbe Gleichung (5), 
wie ebenfalls aus der 1. und 2. Darstellung in (6) nach dem 
KS. folgt, da diese sich auch so schreiben lassen: 



(31) 1. y^.^-^^ 2. YY- 



6b 



(32) # = 1/ « . (^^iliJP + 



b — a -\- r' 
die allgemeine Darstellung für alle t, welche im 

Radikanden den Faktor y haben, 

Man kann diese Darstellung von t auch sehr wohl in 
^^rselben Weise aus der Darstellung (30) ableiten, wie in 
\^J 7 aus 3, 8 aus 4 u. s. w. abgeleitet ist oder abgeleitet 
^«rden kann; jedoch ist dieser Weg sehr umständlich. Man 
^J^hält aus (30) für f: 

C32 ^ {^(^ + 6w) — hmy — r^w* b{ß m -\- n) — an — rn 
^ (6 (6m + w) — any — r*w* a{m + 6w) — bm — rm 

a (a — 6 + ^)^ — 6&W 
b 6 an — {b — a -\- r)m 

^^^ erste Quotient in (32^) reducirt sich nämlich wegen 
*** a* + 34a6 + h^ auf — "^ ? ^^ ^^^ ^^^ Faktor 

• 12aw(w + 3w)— 126w(3w + n) 

^otthebt. Setzt man in dem gewonnenen Ausdruck dann p 

®^tt n und — q statt m, so erhält man (32). 

Setzt man (30) und (32) einander gleich und x statt r, 

®^ erhält man mit Fortlassung der Wurzel: 

44. (g — & + x)m + 6a n a {a — b -\- x)p + 65g 

66m + (6 — a + a;)n & * 6aj) + (*— « + ^)2 

L n; = j/a» + 34a6 + b\ 

Die Gleichung 44 ist eine allgemeine Form für 
^lUe unendliche Anzahl von quadratischen Glei- 
chungen, welche die hier verlangte Form und die 
^^gegebene Lösung haben. Die Gröfsen m, n, p und q 
®W wülkürlich. Setzt man in 44: 1) m = — 1, w = 1, 
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p = — 1, 3=1; 2) m = — 1, n = 3, j) = 1, 3 = 3; 
m = 1, n = 1, p = 3, 2 = 1, so erhält man bezw. die Glei 
chungen 15—17. Die Gleichung 18 ist nicht in der Gle: 
chung 44 enthalten, wie man auch m, n, p und q bestimme 
mag. Sie trägt, wie die Darstellungen 11, 12 und 13 in (( 
die ebenfalls nicht in den allgemeinen Darstellungen (3( 
und (32) enthalten sind, einen besonderen Charakter. TJ 
nach dem ES. zu allgemeinen und somit zu unendlich yieli 
Darstellungen zu gelangen, sind immer zwei gleich gefori 
Quotienten nötig, wie hier einerseits die 1. und 2. Dj 
Stellung in (6), andrerseits dieselben Darstellungen in 
Form (31). Nun stehen aber nach Ec. und nach [II. 21 
Darstellungen von t wie 11, 12 und 13 in (6) für die GL -^^i- 
chung (5) isolirt da; es giebt nicht zwei derartige von d 
selben Form. Daher können dieselben auch nicht wie ot 
die 1. und 2. Darstellung zu einer allgemeinen Darstellu 
für t in dieser Form benutzt werden; es giebt eben ke 
allgemeine Darstellung für t von dieser Form, d. h. für 

In derselben Weise, wie oben die Gleichung 44 aus 
beiden ersten Darstellungen von t in (6) abgeleitet ist, 
man aus den beiden ersten Darstellungen von t in (8) so' 
hinschreiben: 

(3a — 85 + x)m + 2an a (3a — 36 + ^)P + 25g 



45. 



(35 -- 3a + a?)n + 2 5w 5 {3b — Sa + x)q -\- 2ap 



L. x = Yda^ — Uab + 9&^ 

Setzt man hierin für m, n, p und q bezw. 1) 1, 1, L, ^5 
2) 3, - 1, 1, - 1; 3) - 1, 3, 1, 3; 4) 1, - 1, 3, 1, ßo 
erhält man die Gleichungen 19 — 22. Aber die Gleic}LVLXig 
23 ist nicht in der Gleichung 45 enthalten. 

Ebenso schreibt man aus den beiden ersten Darstellung 
von t in (10) die allgemeine Gleichung hin 

(a — 5 + ^)w + 6öin a (a — 5 + ^)P + 65g 



46. 



(5 — a + ^)** + 25w 5 (5 — a + x)q + ^ap 



L. x^ Vä^ + lOab + b\ 

In dieser Gleichung sind die Gleichungen 24—26 e; 
halten, wenn man für m, n, p und q geeignete Zahlen s 
aber die Gleichung 27 nicht. 



I.; 



»M 
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In 43, 45 und 46 sind mit Hülfe der Theorie der 
symmetrischen Gleichungen des 4. Grades allgemeine 
Gleichungen für bestimmte Lösungen aufgestellt. Hieraus 
ist zu entnehmen, wie man bei andern Lösungen zu ver- 
fahren hat. Da wir später einen Weg kennen lernen werden, 
wie man aus einer gegebenen Lösung direkt die allgemeine 
Grleichung aufstellt, so werden die obigen drei Beispiele ge- 
nügen. 

fm Es sind in e. die allgemeinen quadratischen Glei- 
chungen aus symmetrischen Gleichungen des 4. Grades ab- 
geleitet; es liegt daher die Frage nahe: 

Wie findet man für eine bestimmte Lösung 
die allgemeine quadratische Gleichung von 
der hier verlangten Form, wenn für die Lö- 
sung eine specielle Gleichung von dieser Form 
gegeben ist? 

Wir wollen das Verfahren an einigen Beispielen zeigen. 
^^ xnöge als specielle Gleichung 

(U '^a — h + x _ a a + bb + x ^^q. 
vV 7b — a + x~b'b + ba + x ^^^J 



L. x = Va^ + 34a6 -f b^ 

K^geten sein. Dann hat man für beide Seiten der Gleichung 
^^^^i neue gleichartige Ausdrücke von derselben Form zu 
^^olxen. Dies geschieht am * einfachsten dadurch, dafs man 
^^^"t Hülfe der Lösung links das x aus dem Nenner fort- 
®^*^a^t. Man erhält, wenn man den Wert der Seiten der 
* Eichung mit X bezeichnet, 

/QQN Y ___ 7a—b + x a — b + x 

hieraus nach dem ES. allgemein 

f^A\ X (7 g — & + x)m + (g — 6 + x)n 

zweite Quotient in (33) läfst sich auch so schreiben: 

a a — b -\- X 
y * 6a 

»ardoy, znr Formation qnadr. Gleich. 7 
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behandelten Form darstellen, wie wir gleich bei der folgen- 
den Aufgabe sehen werden. 

Wir haben daher für eine bestimmte Lösung zwei 
Klassen quadratischer Gleichungen von der hier behandelten 
Form. Die einen sind abgeleitet aus Darstellungen von t, 
welche durch eine Quadratwurzel ausgedrückt sind. Sie sollen 
in. Bezug auf die zugehörige symmetrische Gleichung des 
4- Grades Gleichungen erster Klasse heifsen. Die andern 
schliefsen Gleichungen ein, die man aus Darstellungen von t 
ableiten kann, welche durch Wurzeln des 4. Grades aus- 
gedrückt sind. Sie sollen in Bezug auf die zugehörige sym- 
ttietrische Gleichung des 4. Grades Gleichungen zweiter 
Elasse heifsen. Beide Klassen sind unendlich zahl- 
»•eich. 

Die Gleichungen der einen Klasse lassen sich zwar nicht 

direkt aus denen der andern Klasse ableiten, aber dennoch 

ä^i^d^ wie vrir weiter unten sehen werden, die Gleichungen 

^^^ einen Klasse nur scheinbar, nicht wesentlich von den 

Gleichungen der andern Klasse verschieden. Für eine be- 

stira.-mte Lösung können die Gleichungen, welche in Bezug 

^^f eine symmetrische Gleichung des 4. Grades zur ersten 

^J^^sse gehören, in Bezug auf eine andere symmetrische 

'Gleichung des 4. Grades, welche auf dasselbe r führt, sehr 

^^^1x1 der zweiten Klasse angehören, und umgekehrt-. Die Unter- 

^^Ixoidung in Gleichungen erster Klasse und in Gleichungen 

^^^xter Klasse läfst sich nur festhalten, wenn die betreflfen- 

^Ä Gleichungen aus einer symmetrischen Gleichung des 

• Orades abgeleitet sind oder zu dieser in Beziehung ge- 

"**^C5ht werden. 

Es möge als specielle Gleichung 

g^\ a? + 8(a —5) a^ 3a; + 9a — 7& porv-i 

^) x — ^{a—b)~b'Sx + 9b — 7a ' J 



L, x = y9a^ — Uab + 9b^ 

eben sein. Es soll aus derselben die allgemeine Gleichung 
geleitet werden. Ein Versuch, diese Gleichung direkt ebenso 
l)ehandeln wie die Gleichung 1), zeigt sich leicht als ver- 



* 



100 ^. A a C 



• - --- • 




geblich. Die Gleichung ist identisch mit der in Vb. ent 
wickelten Gleichung 23. Diese ist aber aus der 11. un 
12. Darstellung von t in (8) abgeleitet; sie mufs also in B 
zug auf die Gleichung (7) als eine Gleichung zweiter Klas 
angesehen werden. Um filr dieselbe die allgemeine Gleichu 
zu finden, mufs man sie so schreiben: 

a; + 3a? — 85 a a; •— 8a + 86 

8a; + 9a — 76 "^ T ' 3a: + 96 — la ' 

Dann läfst sie sich ganz so behandeln^ wie die Gleichung ]^fc^___j 
Man hat, wenn man der Einfachheit halber links aus de^ m 
Zahler das x fortschafft, 

Y a; + 3a — 86 2a a 26 

8a; + 9a — 76 x + 3ä^ 86 T ' x + Sa + ^ b' 

Man findet daher nach demselben Verfahren, wie oben, 
allgemeine Gleichung 

(a; + 3a — 36)wi + 2aw a (a; — 8a + 86)p + 26gr 



(3a;+9a— 76)w+(a;+3a+36)n 6 (3a; + 96— 7a)i)+(a;+8a+3 ^^^)q 

oder mit Yertauschung des Nenners links und des Zähl ^^^rs 
rechts 

-^ (a;4-8a — 86)m + 2aM a (3a;+9a — 76)w + (a;+3a+36> 
' (a; — 3a + 36)i) + 26g"~6 ' (3a; + 9 6— 7a)i) + (a; + 3a+3^> 

Setzt man m = 1, n = 0, p = 1, q = 0, so erhält ECL^n 
die Gleichung 2), von welcher wir ausgegangen sind. Sö"fczt 
man weiter für die willkürlichen Gröfsen m, w, p, q beas'^v. 
1) 1, 1, 1, 1; 2) 1, - 1, 1, - 1; 3) 2, - 3,2, - 3; 4) 1,3, 1, 3, 
SO erhält man: 

a; + 5a — 36 a x -\- Sa — b 



51. 



52. 



53. 



54. 



X 


+ 56- 


- 3a 


X 


-- a — 


36 


X 


+ 6- 


3a 


X 


— 36 




X 


— 3a 




X 


+ 9a - 


-36 



6 a; + 86 — a 

_ a a: + 3a — 56 
""6 a; + 36 -— 5a 

a 3a; + 9a — 236 
" 6 ' 3a; + 96 — 23a 

— — 3a; + 9a + 6 
a; + 96 — 3a 6 * 3a; + 96 4- a 

L. a; = l/9a2- 14a6 + 96^ 
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Die Gleichung 51 stimmt zufällig mit der Gleichung 19 
in b. überein. Man wird sich jedoch vergebens bemühen, aus 
der Gleichung 50, wie man auch die Gröfsen m, w, p und q 
/bestimmen mag, eine der Gleichungen 20 — 22 abzuleiten, 
obgleich diese dieselbe Form und dieselbe Lösung haben. 
Die Gleichung 50 repräsentirt in Bezug auf die symmetrische 
Grleichung (7) die Gleichungen zweiter Klasse, während die 
Grl Eichungen 20—22 in Bezug auf (7) der ersten Klasse an- 
ffolüören. Für diese ist die allgemeine Gleichung in 45 auf- 
gestellt. 

Will man hiernach auch für die Gleichung 18 in b. die 
^^^^^meine Qleichung aufstellen, so mufs man sie so schreiben: 

X -\- a — b a X — a + 6 

~ä~-\' IIb + X ~b ' b'+'li'a+lc 

"^^•^■^xn erhält man, da 

X -{- a — b 2a a 2b 



a + 17ö-f-^ X -^ a -\- b b x -{- a -{- b 

wie oben bei 50, nach Vertauschung des Nenners links 

des Zählers rechts als allgemeine Gleichung leicht 

& ^ {^-{-f^ — b)m + 2an a (a + 17& -\- x) m -\- {x -{- a -\- b)n 

{x — a + ^)P -\-2bq b (b -^ 11 a -{- x)p -{- {x -\- a -\- b)q 

L. x = Ya^ + 34a& + b\ 

Setzt man m = 1, n = 0, p = 1, g = 0, so erhält man 

Gleichung 18 in b., von welcher wir ausgegangen sind. 

man für m, n, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 1; 2) 1, 2, 1, 2; 

2, — 1, 2, —1, so erhält man: 

x-\-Sa — b a x -^ a-\-9b 

X -\- Sb — a b aj + 5-f9a 

x-\-ba — b a 3a; + 3o + 19& 

* X + 56 — a b ' Sx + 35 + 190^ 

X — b a a; + a + 33 & 

X — a b X -{- b -{- iSa 



s 



In Bezug auf die Gleichung (5) gehören die Gleichungen 
- — 17 und 47—49 der ersten Klasse an, während die Glei- 
^■>^Vingen 18 und 55 — 58 der zweiten Klasse angehören. 
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Es möge als specielle Gleichung 



o\ X + a — h a_ X -\- a + bb poii 

^^ x-~~a + b ~ b ' x + b + ba L^^J 



L. x = Ya^ + lOab + 6* 

gegeben sein. Ein Versuch zeigt leicht, dafs sie nach 2) zu 

behandeln ist. Man schreibt zunächst 

X -{- a — b a X — a -\- b 

X -\- a -{- bb b X -\- b -]- ba 

und findet 

X -\- a — b 2a a 2& 



X -\- a -\- bb X -\- a -{- b b x -\- a -\- b 

Daher wird, wie man leicht übersieht, die allgemeine Gleichung 

RQ ix-\-a — b)m-\'2an a {x-^a-]-bb)m-\-{x-\-a-^-b)n 

{x — a-}'b)p + 2bq b {x-\-b-i'ba)p-^{x-{-a-\-h)q 



L. x = Ya'^ + lOaft + &l 

Setzt man für m, w, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 1 ; 2) 1, 2, 1, 2, 
so giebt das: 

x-\-Za — b a X -\- a -\- ^b 



60. 



61. 



rc + ^ft — a b X -\- b -\- ^a 

X ■\- ba — b a 3a; + 3a + 7& 

X -\- bb — a ~b ' 3a; + 36 + la 



u. s. w. 



L. x = ya^ + \Oah + h^. 

Diese Gleichungen gehören derselben Klasse an, zu welch 
27 in b. gehört. Die Gleichungen 24 — 26 gehören- jedoc 
einer andern Klasse an, sind nicht in 59 enthalten. 

Es sei 

A\ 40 + ^ + ^ ^ 3a + 56 — 3a; po-« -i 

^) ~4.h + a + x ~ T ' 35 + 5a- 3a; ^^^^^ 



L. x = -]/d' + &2 
gegeben. Man hat nach 2) zu verfahren und findet zunächs 

4a + fe + ^ a a b 

3a + 56 — 3a; a + & — x b ' a -f- 6 — a; 

und daher ähnlich, wie oben, allgemein 

62 l^--^"-^'^^-)^?-+_?*l ^ (3a + 5& — 3a;)w4-(a + ö — a;) 

• (4& + a + x)p + bq b * (35 + 5a — 3a;)p"4-^"(ä + ö — a;)- 

L. x = Ya" + 61 
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Oben in a. sind unter 2 — 5 ebenfalls Gleichungen für 

dieselbe Lösung aufgestellt. Diese sind alle in der allgemeinen 

Oleichung 62 enthalten. Man erhält dieselben, wenn man für 

^^*, n, p und q bezw. setzt 1) 1, « — 4, 1, a — 4; 2) 1, — 2, 

1, — 2; 3) 1, — 5, 1, - 5; 4) 1, 0, 1, 0. - Die Gleichungen 

— 36 sind jedoch nicht in der Gleichung 62 enthalten; sie 

loren der andern Klasse an. 

Es sei 

p\ 3a + 26+^ ^ 2a + 76 — x ro-t -\ 

^ ~Bh~+2a+x "" T * 'W-pJa -x '-^^"«J 

L. x = y4a' + 3ab+4b^ 

S^S^ben. Nach 2) hat man 

Sa + 2h + X 2a + 2h + X a 2a + 2h -\- x 

2a + 76 — a? 6h h ' 50 

vi.xid daher allgemein 

(Sa'\-2h-\-x)m+(2a+2h-\'X)n a (2a+7h—x)m-\-bbn 

' {Sh + 2a+x)p + J^ä+2h + x)q ~b ' {2h + 7a—x)p +5a"g 

L. a; = yAa^' + ^ab + UK 

Setzt man für m, n, p, q bezw. 1) 1, 1, 1, 1; 2) 1, 2, 1, 2, 
erhält man: 

«4 5a + 4& + 2a5 a 2a + 126 — x 

' bh + ^a + 2x T ' 26 + 12a — a; 

^g 7a + 66 + 8a; a^ 2a + 176 — x 

• 76 + 6a + Sa; "" 6 ' 26 + 17a - a; ^' ^' ^' 

L. a; = }/4a* + 3a6 + 46^ 

In der Gleichung 63 sind auch die Gleichungen 6 — 10 
enthalten. 

Es sei endlich noch die letzte der vom aufgeführten 
Gleichungen 

«V g + 6 — a; a 2a; — 2a -f ^ ro^ t 

^) a +6+a; ~ h ' 2a; + 26 - a L^^»-' 

L. x^ Ya^ - a6 + 6^ 
^ specielle Gleichung gegeben. Man hat hier nach 2) 

a + 6 — X a a 6 

2a; — 2a + & x — a -\- h 6 a;— a + ^ 
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und daher allgemein 

ßß (a + & — a?)fyi + a n ^ a (2 a; — 2a + &)m + (o; — o + 5) 
""• "^qr&'4. a;)!? + ^i ~ b ' (2a; + 25 — a)p + (i — a + ft) 

Setzt man für m, n^p und g bezw. 1) 1, 1, 1, 1; 2) 1, 2, 1 _^ 2, 
so erhält man: 

2a + & — a; a 3a; — 3a + 26 




67. 



2& + a4-a; b 3a; + 3& — 2a 



iiQ 3a + ^ — ^ « ^^ — 4a + 35 

35 + a + a; 5 4a; + 45 — 3a 

L, X = Ya^ — a& + 6^. 

In der Gleichung 66 sind auch die Gleichungen 37 — - ^^ 
und 40 — 43 enthalten. Die hier entwickelten Gleichung ^^> 

wie die Gleichungen 37 — 39 und die Gleichungen 40 ^^ 

müssen daher sowohl in Bezug auf die symmetrische GleichrÄ-^'^S 
des 4. Grades (21) als auch in Bezug auf (28) zur ers^*^^^ 
Klasse gehören. 

g. Es ist in f. gezeigt, dafs die hier behandelten G'M- ^^' 
chungen für eine bestimmte Lösung zwei Klassen angehör'^^^' 
von denen jede unendlich zahlreich ist. Das Vorhandenst^ -*^ 
der beiden Klassen ging aus der Theorie der symmetrisch»- ^^ 
Gleichungen des 4. Grades und aus dem Zusammenhang dier*=^^^ 



Gleichungen mit den hier aufgestellten quadratischen GL ^^^' 



chungen hervor. Die Gleichungen der einen Klasse las^ ^^ 
sich nicht direkt aus den Gleichungen der andern Kla^^^® 
ableiten. Es ist jedoch gezeigt, wie man aus einer einzelm- ^^^ 
Gleichung der einen Klasse alle Gleichungen derselben Kla^ ^^ 
ableiten kann. Es mufs daher die Frage von Interesse seL 
Kann man aus einer gegebenen Gleichung von d 
hier behandelten Form, welche der einen Klas&e a 
gehört, alle Gleichungen der anderen Klasse a 
leiten, und wie geschieht das? 

Ein Weg zur Lösung dieser Aufgabe liefse sich nac^ 
den bisherigen Erörterungen leicht einschlagen. Man geJ^ 
von der gegebenen Gleichung auf eine entsprechende syric^.^ 
metrische Gleichung des 4. Grades zurück, was nach If., Vf ^^^^ 
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oder weiter unten nach h. immer leicht ist, und entwickelt die 
Darstellungen von t und t^ . Dann gehören die Gleichungen, 
welche aus den Darstellungen von t sich ergeben, zu der- 
selben Klasse, zu welcher die gegebene Gleichung gehört, 
^^d die Darstellungen von t^ liefern die Gleichungen der 
mdern Klasse. Dieser Weg ist jedoch umständlich; man 
"ann auch ohne Aufstellung der zugehörigen symmetrischen 
•^^^ichung des 4. Grades zum Ziele kommen. Der Zusammen- 
bog der quadratischen Gleichungen mit den Darstellungen 
^*i t giebt jedoch den Fingerzeig zur Lösung der Aufgabe. 
Die einfachen Darstellungen von t, die zu einer sym- 
»-^trischen Gleichung des 4. Grades gehören, müssen die 
i^adrate der Darstellungen von t^ sein. So müssen auch 
i^^ Seiten einer Gleichung erster Klasse die Quadrate der 
öiten einer entsprechenden Gleichung zweiter Klasse sein. 

^afeei kann der Faktor -r- fortfallen. Können wir daher für 





gegebene Gleichung erster Klasse die Quadrate der Seiten 
^ derselben Form darstellen, welche die Seiten selber haben, 
> mufs die gewonnene Gleichung der zweiten Klasse an- 
^Ixören. Gehört eine gegebene Gleichung der zweiten Klasse 
ci und man kann die Wurzeln aus den Seiten der Gleichung 
^ derselben Form darstellen, welche die Seiten selber haben, 
o mufs die neue Gleichung der ersten Klasse angehören. 

Ein Beispiel für den ersten und eins für den zweiten 
all werden das Verfahren genügend erklären. 

Es sei 

^^ 7b- a + x ~ b ' b + 6a + x '-^*^J 



L. x=ya^ + Mab-j'V' 

gegeben. Diese Gleichung mufs nach f. in Bezug auf die 

symmetrische Gleichung des 4. Grades in (5), wie auch aus 

\6) und der Gleichung 15 folgt, als eine Gleichung erster 

Klasse angesehen werden. Sie ist nach 1) in f. ein specieller 

^all der allgemeinen Gleichung 

(3fi\ (!la—b'^x)m-\-ia—b-\- x)n a {a-\-6b-^x)p-{-{a — b-\-x)q 

(Tb — a -\- x)m + 6&w b' (6 + 5a + x)p + 6ag * 



^ .B h B 

Hat man nun für eine Gleichung, deren Seiten d 
Wert X haben mögen, 

ron\ "v -^ -^1 a G a Gl 

{61) ^=B'=Br°"T'^°"T"A' 

gefunden, und man kann durch geeignete Bestimmung c 
willkürlichen Grofsen 

^1 = B, Bi = C, Ci=-D 

machen, so mufs, wie aus der Multiplikation zweier gleL 
wertiger Gröfsen folgt, 

(38) x«=|-=i-^=i;-^ 

sein, d. h. X^ ist durch Ausdrücke von derselben Form 
gestellt, in welcher X gegeben ist. 

Nach den gemachten Andeutungen müssen wir erst^^ bs 
von den unendlich vielen Quotienten, welche der Quoti^snt 
links in (36) enthält, zwei auswählen, von denen der NermJÄi^ier 
des ersten gleich dem Zähler des zweiten ist. Wir sefc^^eD 
daher 



w. 



(7a — 6 + x)m + (a — 6 + x)n (7a — 6 -|- ^)^i + (<» — ^ + 

(76 — a + ä;)w + 65n (76 — a + x)mi + 6&nj 

und zugleich, um die Forderung zu erfüllen, 

(76 — a + x)m + 6hn = (7a — & + x)mi + (a — 6 + it^Z> ^• 

Das giebt, indem man die Koefficienten von a, b und x ^^^ 
beiden Seiten bezw. einander gleich setzt: 

m = 3, n = — 4, m^ = — 1, n^ = 4, also 

^ -1^ 17a -\- b — X S(x — a — h) 

3{x — a — b) a -\- nb — x 

Zweitens müssen wir von den unendlich vielen O*^^' 
tienten, welche in dem ersten und dritten Quotienten in C^^ 
enthalten sind, zwei solche auswählen, in welchen der NeuXi^^ 
des ersten gleich dem Zähler des dritten ist. Wir hfitl>^" 
daher zu setzen 

(76 — a + x)m + 66n = (a + 6b + x)p + (a — b + a^) ^• 

Das giebt: 

^ = 0, w = 1, 2^ = 1, g' = — 1. 



Vi? ^ = "• 
^^' B b 
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Wir erhalten daher als speciellen Fall von (36) 

a; + a — b a 66 



2. X = 



a 



66 b X — a + 6 

Um die dritte Forderung zu erfüllen, müssen wir drittens 
setzen 

(6 -|- 5a + ^)p + 6«ä' = (a + 56 + x)p^ + («^ — ^ + ^)iv 
Das giebt: 

2, = 3, g = -2, i?i = l, «1 = 2. 
A?Vir erhalten daher 

Q -ü- a o + ^7& + a; a 3 (a + ^ + ^) 

^' "^ "" y ' 3(a+ 6 + ÄJ) "" 6" * ~b +~17a +0;" * 

Aus den so entwickelten 6 Darstellungen von X ergeben sich, 
indem man je zwei neben einander stehende mit einander 
multiplicirt, die gesuchten Darstellungen von X^: 

17a + 6 — X 



(39) 



1. X* = 



Vtl -\- a — X 



OT* " x + a — h 

b X — a -\- b 

« Y« ^ a + 176 + a; 

^' ^ ~ b*' 'b + nä + X 



Setzen wir in diesen für X^ gefundenen Ausdrücken r 
statt X und ziehen die vierte Wurzel, so haben wir die 
11-, 12. und 13. Darstellung von t zu (o) in b. 

Aus (39) ergeben sich durch Gleichsetzung die Glei- 
diimgen: 



(40) 2. 



3. 



ita -f- 


— X 


= 


a 

— - — « 

b 


X 


1 


a — 


c. 




nb + a 


— X 


X 


— 


a + 


6 




X + a — 


b 




a 


a 


-T 


17?. 


1 


X 


X — a -^ b 




b 


b 


1 

1 


IIa 


1 


X 


lla + b 


— X 




a» 
b* 


b 


1 


IIb 
17a 


-^ 


x 


17b -i- a 


— X 


X 


L. r — 


Va* 


+ 


?Aa 


b' 


t 


?^. 





Die dritte Gleiefaung kommt hier nicht in Betnwcbt. Di^ 
erste und zweite Gleielmn^ bind, wenn die sesrebene Gleich Ljjg 
1) tur erstcD KlafiBe gehört. Gleicbun^iren zweitfer Kl&bde. wie 
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auch aus der Gleichung 18 in b. folgt. Sie sind nur durch 
das Zeichen von x verschieden. 

Wie man nun aus einer speciellen Gleichung zweiter 
Klasse, z. B. aus 2. in (40), die allgemeine Gleichung ent- 
wickelt, ist oben in f. gezeigt. Man erhält darnach für 2. 
in (40) 

\^^) (x — a + h)p + 2bq ~ h ' (6 + 17 a + ^) f^{^-Vö^-VW^ 

als allgemeine Gleichung, in welcher alle Gleichungen zweit^^t 
Klasse enthalten sind, denen die gegebene Gleichung 1) a-^ZTls 
specielle Gleichung erster Klasse entspricht. 
Es sei 

"^^ o;— 3a+T6~ ~ T ' 3a; + 96 - 7a ^^^^ 



L. x = yda^ - 14^6 + 96^ 

gegeben. Die Gleichung gehört, wie aus der Gleichung ^^3, 
im Vergleich mit (8) oder aus 2) in f. zu ersehen ist, in 
Bezug auf die symmetrische Gleichung des 4. Grades in ^7) 
der zweiten Klasse an. 

Wie wir bei 1) die Seiten der Gleichung mit X bezeL' ^^h- 
neten und X^ suchten, so müssen wir hier die Seiten ^er 
Gleichung mit X^ bezeichnen und, abgesehen von einem efci^a 
erscheinenden Faktor, X suchen. 

Da die Seiten dieser Gleichung in Bezug auf eine sy m- 
metrische Gleichung des 4. Grades ursprünglich Darstellungen 
der 4. Potenz von ^4 sind oder doch so angesehen wercJeß 
können, wir aber nach Ec. oder nach [IL 236] wissen, dafs 
das Produkt aus dem Zähler und Nenner des Radikanden 
von ^4 stets ein vollständiges Quadrat ist, so erweitern vrir 
in der gegebenen Gleichung, um die angegebenen Prodatte 
zu bilden und dadurch Quadrate zu erhalten, den ersten ttn^ 
dritten Quotienten jeden mit seinem Zähler (oder Nenner)- 
Dann sind die Zähler Quadrate, und die Nenner müssen ^^ 
nach Ec. oder nach [11.236] ebenfalls sein. Der erste Qu^' 
tient ist also mit a? + 3a -— 36, der dritte mit 3a? + 9a — ^^ 
zu erweitern. Das giebt mit Benutzung der Lösung, wei^ 
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der oben gemachten Andeutung die Seiten der Gleichung 
y bezeichnet werden, leicht 

)f2 = (a? + 3a — Sby ^ a^ (3a? + 9a— 76)' 
4a6 ~ b ' (aj + 3a + 3&)* 

r2= (^ + 3 a ~ 3 &)' _ a^ / 3a? -f 9a — 76 ^ 
4&2 ~ &^ * \ a; + 3a + 35 / ' 

1 durch Radicirung 

i QN a? 4- 3a — 3& a^ 3a; + 9a — 76 

• 26 "6" " a; + 3a + 36 * 

3t, wie man aus der Gleichsetzung der 1. und 10. Dar- 
ig in (8) erkennt, für die symmetrische Gleichung des 
ides in (7) eine Gleichung^ erster Klasse. 
lus der speciellen Gleichung (42) lässt sich, wie es in f. 
;t ist, leicht die allgemeine Gleichung erster 
\e ableiten, welche der Gleichung zweiter Klasse ent- 
t, von der wir ausgegangen sind. Man erhält als ein- 
3 allgemeine Gleichung die Gleichung 45. 
V^ie sich für die hier aufgestellten Gleichungen der Unter- 
in Gleichungen erster und zweiter Klasse nur in Bezug 
ne bestimmte symmetrische Gleichung des 4. Grades, 
elcher die Gleichungen entwickelt sind, festhalten läfst, 
ben auch die Transformationen von Gleichungen der 
Klasse in solche der andern Klasse nur dann ein be- 
•es Interesse, wenn die Gleichungen zu einer sym- 
chen Gleichung des 4. Grades in Beziehung stehen oder 
dehung gebracht sind. Daher läfst sich die beim Bei- 
f) angewendete Methode auch nur dann anwenden, wenn 
7eifs, dafs die vorgelegte Gleichung in Bezug auf eine 
atrische Gleichung des 4. Grades zur zweiten Klasse 
;. Solcher Gleichungen giebt es jedoch für jede sym- 
che Gleichung des 4. Grades nur zwei. So ergeben 
US den drei letzten Darstellungen von t in (8) für (7) 
leichungen zweiter Klasse die beiden: 

a? — 3(a — 6) a 3a; — 9a + 76 



43) 



a; + 3(a — 6) 6 3a; -— 96 + 7a 

X + 3(a — 6) a 3a; -|- 9a — 76 

ä; — 3 (o"— 6) y • 3a; + 96 — 7a 
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welche nur durch das Zeichen von x verschieden sind. N 
diese beiden Gleichungen zweiter Klasse haben die oben 1o^ 
2) zur Transformation benutzte Eigenschaft, dafs die Pr* <: 
dukte aus Zähler und Nenner links und rechts Qix s 
drate sind. Alle andern Gleichungen, welche sonst für dj 
betreffende Lösung als Gleichungen zweiter Klasse bezeichxx« 
sind, weil sie dieselbe allgemeine Gleichung haben, wie d: 
angeführten, für den hier behandelten Fall die Gleichung &< 
haben die angegebene Eigenschaft nicht. Man nehme z. X 
die Gleichung 53 

^^ x—Sa ~ y • 3a: + 96 — 23a 



L. x = y'9a^ ^ Uab + 9b\ 

Sie mufs als specieller Fall der Gleichung 50, in welcher 4^ 
Gleichung 2) in f. enthalten ist, die nach 23 in Bezug a** 
(7) zur zweiten Klasse gehört, ebenfalls zur zweiten Has! 
gerechnet werden; aber hier ist weder {x — 36) (a; — 3« 
noch(3a;+9a— 236)(3ä; + 96 — 23ri),nocha(3rr + 9a— 236'^ - 
6(3a; + 96 — 23a), noch, wenn man die Gleichung anders fo^ 
mirt, (^— 36)(3a;+9a — 236), noch(a;— 3a)(3rr+96-23c- 

ein Quadrat. 

Will man daher aus einer vorgelegten Gleichung vcr 
der hier behandelten Form, welche einer Klasse angehorr 
die Gleichungen entwickeln, welche der andern Klasse ar 
gehören, so mufs man verfahren, wie es oben bei der 61e? 
chung 1) angegeben ist. Will das nicht gelingen, so h: 
man vor der Transformation den Nenner links und den Zähl 
rechts zu vertauschen. So hat man statt (44) zunächst 

X — 36 o X — Sa 

Sä + 9a — 236 ~b ' 3a; + 96 — 28a ' 

statt 2) oben zunächst 

a? + 3a — 36 a x — Sa -{- Sh 

3a; + 9a — 76 6" ' 'Sx~-f~9b — la 

zu schreiben und dann nach 1) zu verfahren. 

Wir werden weiter unten Methoden kennen lernen, 
welchen man alle diese Transformationen direkt au 
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Losung entwickeln kann, ohne erst auf die betreffenden 
symmetrischen Gleichungen Bücksicht zu nehmen. Daher 
mag es hier mit den angeführten beiden Beispielen sein Be- 
wenden haben. 

h. Wie man aus einer symmetrischen Gleichung des 
4. Grades quadratische Gleichungen von der hier behandelten 
Form ableitet, ist oben gezeigt worden. Es ist auch hier die 
umgekehrte Frage von einigem Interesse: Wie findet man 
aus einer quadratischen Gleichung von der hier be- 
handelten Form die symmetrische Gleichung des 
4. Grades, aus welcher jene quadratische Gleichung 
abgeleitet ist oder abgeleitet werden kann? 

Man verfahre ähnlich, wie es in If. und IV c. für die 
dort behandelten Gleichungen angegeben ist. Es mögen zu 
dem Zwecke die schon mehrmals benutzten Gleichungen [29] 
und [30] gegeben sein: 

la — b -\- X a a -\- 6h -{- X 



1) 



Ib — a -\- X b b -{- 6a -^ X 



L. x = ya^ + Üah + bK 



Die Gleichung gehört in Bezug auf die symmetrische 

"rleichung des 4. Grades in (5), wie aus der Gleichung 15 

^•^^gt, der ersten Klasse an. An der Gleichung selber ist das 

'^^clit zu erkennen. Es ist aber auch kein Grund vorhanden, 

®Je als Gleichung zweiter Klasse anzusehen. Gehört die 

^I^ichung der ersten Klasse an, so müssen die Seiten der 

^^©ichung, wie aus den Erörterungen in b. folgt, wenn man 

^ stgttt X setzt, Darstellungen von 

<2 _ (ji + y.) 

\ X — y / 
^®^^- Man hat daher 



7a — b -\- r a a -\- 6b -\- r 



\ X — V / 



76 — a -^ r b b -\- 6a -\- r \x — y 

^ ^ zweite Glied ist mit Hülfe der Lösung umzuformen. Man 

la — b -\- r a — b-^r / x -\- y V 

Ib — a + r 6& \ x — y / 




V n. 



B 



^ 



a 



zu b( 



Ans dieser Gleichung ist r zu eliminiren und , 

stimmen y ähnlich, wie es oben in If. gezeigt ist. Man h 
zunächst durch korr. Subtr. 



la — b + r 

2{a — h) 



(^ + y)' 



xy 



Dann weiter: 



7a — 64.r==2(a-fe) 



{X + yY 



xy 



a 



• \ X — y / 



Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen r durch Su' 

traktion und sucht -r-, so erhält man die symmetrisc 

Gleichung des 4. Grades in (5), aus welcher die gegebe 
quadratische Gleichung abgeleitet ist. 
Ist als quadratische Gleichung 

Ä + 3a — 3& a 8« + 9a — 76 

X —~ia~+Yb ~h ' Sx + 9& — 7a 



2) 



gegeben y so können wir die Gleichung so schreiben 

X -\- Sa — Hb a x — 8a + 3& 

3a; + 9a — 76 "" T ' 8« + 96 ~ 7a > 

sie als Gleichung erster Klasse betrachten und sie behandeln^ 
wie die Gleichung 1). Man kommt dann jedoch nicht auf 
die Gleichung (7), sondern auf 

(5g» + 22xy + by'') {x + y)» ^ _a 
2{x^ + ^xy + y^) (X ^ y)* 6 * 

Bildet man jedoch die Produkte aus den Zählern und Nennern 
in der gegebenen Gleichung, so findet man leicht 

(ic + 3a — 36) (x — 3a + 36) = 4ab 
(3x + 9a - 76) (3a: + 96 — 7a) = (3a + 36 + x^. 
Die Gleichung kann daher, wenn wir sie in der Form schreib 

3a; + 96— 7a a a; — 3a + 86 



3a; + 9a — 76 



a 
T 



a; + 3a — 36 ' 
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dsL die Produkte aus Zähler und Nenner links und rechts 
Quadrate sind, als eine Gleichung zweiter Klasse angesehen 
^werden. Dann ist aber die Gleichung aus Darstellungen 
von t hervorgegangen, welche durch Wurzeln 4. Grades aus- 
gedrückt sind. Man hat daher zu setzen 

3r -f 9& — 7a a r — Sa + Sb / ^ + 2/ V 

3r + 9a — 7b T ' r + Sa — Sb \ x ^ y / 

Erweitert man das erste Glied mit seinem Nenner, das zweite 
ebenfalls mit dem seinigen, so werden die beiden ersten 
Glieder Quadrate, man kann die Wurzel ziehen und erhält 

r + Sa + Sb 2a / a? + y \^ 

3r + 9a — 7ö r + 3a — 3& \ x — y / 

Hieraus ergiebt sich, indem man r eliminirt, als die gesuchte 

symmetrische Gleichung des 4. Grades 

(x^ — Axy + y^) {X + y)^ ^^ a^ ^ 
(rc* + ^xy + y^) {X — j/j* 6 * 

Will man auf die Gleichung (7) zurückkommen, so mufs 

^an die gegebene Gleichung mit -^ multipliciren. Dann sind 

^i© Produkte aus den Nennern und Zählern ebenfalls Qua- 
^^ate. Man hat dann zu setzen 

-2. r 4- 3a — 3b a^_ 3r + 9a — 76 I x + V Y 

h ' 1- - 3a + Sb H^ ' 3r + 9& — 7a \ äj — y / 

Erweitert man das erste und zweite Glied jedes mit 

®^inem Nenner, hebt durch b^ und radicirt, so erhält man 

2a a^ r +Aa + 3b / a? + y y 

r -^ Sa + Sb b ' Sr + 9b — 7a \ x — y ) 

2a r + Sa — Sb {x + yY 

r- — i— «^ = — '— ^ . = I —^ I u. s. w. 

r — 3a + 3b 2ö \ x — y / 

^^ti kommt auf die Gleichung (7). 

i. Will man aus einer gegebenen oder vorher 

^^stimmten Lösung eine symmetrische Gleichung des 

"*• Grades aufstellen, aus welcher man Gleichungen 

^^H der hier behandelten Form ableiten kann, so hat 

^^n nach le. zu verfahren. Dabei ist jedoch das oben in 

^" tind d. Gesagte zu beachten. 

^ardey, zur Formation quadr. Gleich. 8 
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Erstens mufs die LösuBg, wenn sie einer quadratischen 
Gleichung von der hier behandelten Gleichung angehören soll; 
nach d. von der Form 



(45) a: = Vyä* + 2pa6 + i;«6« 

sein oder doch auf diese Form gebracht werden können^ d. h. 
die Eoefficienten von a^ und b^ müssen Quadrate sein. 
Hat die Lösung diese Form nicht, so ist die gestellte Auf- 
gabe nicht ausführbar. 

Zweitens mufs nach c. die symmetrische Gleichung des 

4. Grades, deren rechte Seite -r- ist, links im Zähler den 

Faktor (x + y)*, im Nenner den Faktor (x — yf haben. 

Zwei Beispiele werden genügen, das Verfahren zu er- 
örtern. 

Es sei als Lösung 

1) x=ya^'\'b^ 

gegeben. Die Lösung hat die angegebene Form; die Koeffi- 
cienten von a^ und b^ sind 1 und 1, können also als Qua- 
drate angesehen werden. Dann hat man nach 1) in le. zu 
setzen 

y^~+¥ = a + b0 
und erhält: 

b = 2a0 + b0^ 

b 2z * 

(46) ^W^' = y (^gl- (27) in I). 

Damit die zweite Bedingung erfüllt wird, kann man hier setzen: 
1) v + w = (x + yy, v-={x — yf', 2) t; + «? = (a; + y)« 
w = {x — yf\ 3) t; — w; = (a? + y)^ V = (^ — yf\ 4) t? — ir 
== (^ + yfy w =^ {x — yf. Wählt man das letztere, so 
dafs also 

v = 2{x^ + y)\ v-\-w = ^x^ — 2xy + ^y^ 

ist, so erhält man 

(Sä» — 2xy + 32/*)_(aj + y)' _ a^ 
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Für diese Gleichungen sind schon oben in Ic. bei (6) die 

Darstellungen von t entwickelt. Aus diesen kann man nach 

e. oben beliebig viele Gleichungen von der hier verlangten 

Form hinschreiben. Man erhält zunächst die allgemeine 
Gleichung 

pq ^am + (a ^ b -{- x)n a ^bp -{- (a — h + x)q 

(ft — a + ä;)w + &n b ' {b — a -{- x) p -{• aq 



Aus dieser Gleichung ergeben sich bei gehöriger Be- 
stimmung der willkürlichen Gröfsen auch die Gleichungen 
34 — 36. Die für dieselbe Lösung in a. aufgestellten Glei- 
chungen 2—5 sind nicht in der Gleichung 69 enthalten, wohl 
aber in der allgemeinen Gleichung 62. Die Gleichungen 62 
und 69 repräsentiren die beiden grofsen Klassen aller für die 
angegebene Lösung möglichen Gleichungen von der hier ver- 
langten Form. 

Es sei 

2) x = ya(a — b) [vgl. 23] 

als Lösung gegeben. Die Aufgabe ist ausführbar, da die 
Lösung in (45) enthalten ist. Es ist fi = 1, v = 0, p = — • ^. 
Nach le. ist die Wurzel rational zu machen. Man kann 
einfach setzen 

X =ya(a — b) = a0. 

Das giebt nach dem in le. erörterten Verfahren 

/ . «X ja 1 v^ 

^^^^ b ~ 1 — z^ ~ V* — w^ ' 

Setzt man weiter, um die oben angegebene zweite Bedingung 
zu erfüllen, 

V =^ (x -\~ yfy V — w ^=ix — yY, also 

w = Axy, V -{- w = x^ -{- 6xy + y^ 

so erhält man aus (47) als die gesuchte Gleichung des vierten 
Grades 

(^ + vY ^ ö 

(a;« + exy + y^) (x — yY b 

8* 
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Diese liefert als DarsleilixngeiL toü /: 

^ + rt 4:^"" r a + 6— r r h ~Y a — r ' 

r =ya(a — fe;. 
Kit/rrfcU;:^ efvnebt sich die allgemeine Gleichung 

jm r K** - jr)i» ap -^ (a — x)q 

L. .6' ^= V^ai — 6). 

^Hjtac man hierin fär w, «, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 2; 
? l> :?» l. 3. :w erhStt man 

"i^ -r .c (M a + 26 + ^ 



n. 



j f ^ ' ^ b 3a — 2a; 



^^ 3a 'f- X <i q + 36 + a; 

*^* ia + (> S"x "" 6 ■ 4a — 3a: ^' ^' ^' 

L. X = V'ii i^a — 6). 

Für die Losung x = }/a6 wäre die Aufgabe ebenfalls 
uusfilhrbar ; denn nach (45) hätte man nur |x = 0, v=0, (> = } 
zu setzen. 

Für die Losungen 

x^ya' — i\ x = )/'(«- 6) (a+ 116) [vgl. 9] 

Nväre die Aufgabe reell nicht ausführbar. Diese Lösung^ 
sind nicht in der Formel (45) enthalten, wie man ai*. 
H4, •» und Q bestimmen mag. Man mufs daraus schliefs^^TMi^*. 
Fis giobt keine quadratische Gleichung von der hÄ_ '^^ 
bohandoltou Form, welche eine der angeführt ^^^ 
Lösungen hat. 

k. In a. ist gezeigt, wie man Gleichungen von 
hier boluvndelten Form aufstellt, indem man die Form 
(Uoichung als gegeben annimmt. Auch über die Lösie- 
hatte man nach dem dort angegebenen Verfahren noch 
/.u einem gewissen Grade zu verfügen. Doch war diese E 
Nviokelung für eine bestimmte Lösung, wie sich später hera 
siellitS nicht erschöpfend. Weiter ist gezeigt, wie man t 
HYumied'ischen Gleichungen des 4. Grades solche quadratisch '^ ^ 
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Gleichungen ableitet. Die Entwickelung war erschöpfend, 
doch umständlich. Es bleibt nun noch ein dritter Weg übrig, 
nämlich von der Lösung auszugehen. Wir wollen die Auf- 
gabe behandeln: 

Wie leitet man quadratische Gleichungen von 
der hier verlangten Form direkt aus einer 
vorhergegebenen Lösung ab? 

Von der Lösung, welche gegeben ist, mufs zunächst 
vorausgesetzt werden, dafs sie in der Formel (45) enthalten 
ist. Dann ist die Aufgabe sehr einfach. 

£s sei nach (45) ganz allgemein als Lösung gegeben 



(48) x = y^^a^ + 2Qab + vH\ 
Dann kann man erstens setzen 

(49) x^ = (iia - vhf + 2(9 + (iv)ab 
x^ — (fia — vhy = 2(p + (iv)ab. 
Hieraus ergiebt sich, indem wir der Kürze halber 

(49i) 9 + i^v = Q, 
setzen, die Quotientengleichung 

^^^^ 2b ~ X— iia + vb 

und hieraus nach e. und f. die allgemeine Gleichung 

•y^ (x -\- fia — vb)m -{- g^ an a {x -{- [la— vb)p -{- g^bq 

2hm + (a? — f*ö + vb)n b 2ap + (a? — /M.a + vb)q 

L. x = y^^a^ + 2Qab + vH\ 

Man kann aber zweitens auch setzen 

(51) x^ = {(la + vby + 2(9 — (iv)ab 

0? — (jxa + ^^)^ = 2(p — \iv)ab. 

^^'Uus ergiebt sich, wenn man der Kürze wegen 

(51i) 9 — fiv = 92 
^®fet, die Quotientengleichung 

^ 2b X — (la — vb 
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und hieraus die allgemeine Gleichung 

2&m + (^ — fia — vhyti h 2ajp + (a; — f»a — vh)g 



In den Gleichungen 73 und 74 sind unendlich yi< 
Gleichungen von der verlangten Form mit der gegeben 
Losung enthalten. Da die Lösung ganz allgemein ist uzKiftcfi 
in derselben bei gehöriger Bestimmung von /x^ v und q a3.X< 
in diesem Abschnitt bisher vorgekommenen Lösungen eriB.'tii- 
halten sind, so sind in den Gleichungen 73 und 74 auch aX 1 « 
in diesem Abschnitt vorgekommenen Gleichungen; welche (3-i< 
hier verlangte Form haben, enthalten, nicht nur die specielli 
sondern auch die allgemeinen. Die beiden Gleichungen 
präsentiren zwei grofse Klassen von unendlich vielen qi 
dratischen Gleichungen, welche die Form und die Lösa: 
gemeinsam haben. Wie man aber auch die willkürlicli.« 
Gröfsen in der einen allgemeinen Gleichung 73 oder 74 1 
stimmen mag, man wird keine Gleichung erhalten, welche 
der andern allgemeinen Gleichung (74 oder 73) enthalten : 

Um allgemeine Gleichungen von der hier verlangte« 
Form aufstellen zu können, sind Quotientengleichungen \ 
der Form (50) und (52) nötig, in welchen der Nenner lii 
nur &, nicht auch x und a, der Zähler rechts nur a enth^- 
nicht auch x und K Solcher Quotient^ngleichungen last 
sich aber, wie aus dem Obigen erhellt, aus einer gegebei 
Lösung, welche die Form (48) haben mufis, nur zwei 
leiten. Es Hegt daher in der Eigentümlichkeit der für GL 
chungon von der hier behandelten Art notwendigen Foi 
der Lt^sung, daf^ sieh fQr eine gegebene Losung zwei, al 
auch nur zwei unendlich zahlreiche Klassen von Gleichung^ 
aufstellen lassen, wie es oben in f. an besonderen Beispiel« 
gezeigt ist. Aus der allgemeinen Entwickelung ist znglei- 
zu ersehen, dafs die Gleichungen der einen Erlasse von dem 
der andern Klasse nicht wesentlich verschieden sind, daCs 
daher nicht in der Eigentümlichkeit der Gleichungen li< 
die eine Klasse als die erste« die andere als die zweite 



{ 
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sehen. Dies hat, wie schon oben bemerkt, nur einen Sinn, 

^v¥^enn die Gleichungen zu einer symmetrischen Gleichung des 

4. Crrades in Beziehung stehen oder in Beziehung gebracht sind. 

Ist für eine gegebene Lösung ^ oder v = 0, wie es z. B. 

cl€3T Fall für die Lösungen 

so sind die Gleichungen (50) und (52) nicht verschieden, 
da.lier auch nicht die allgemeinen Gleichungen 73 und 74. 
Für eine solche Lösung giebt es nur eine einzige Klasse von 
Gleichungen mit der verlangten Form. 

Es möge nun das oben an der Lösung (48) allgemein 
entwickelte Verfahren speciell an einigen Beispielen durch- 
geführt werden. 

Es sei als Lösung 



1) x=ya^-ah + b^ 

gegeben. Dann kann man erstens setzen 

(53) a^ = (a^by + ab. 

Es sind bei der Bildung des Quadrates, hier (a — 1)% wie 
oben in (49), die Gröfsen a und b mit entgegengesetzten 
Zeichen genommen. — Dann hat man weiter: 

x^ — (a — by = ab 

(54) _^t_ ^zrr+J- 

Hieraus ergiebt sich nach dem mehrfach angewendeten Ver- 
f^ahren die allgemeine Gleichung 

75 (gg 4" ^ "~ b)m -}- a n a (x -{- a — b)p -|- bq 

hm + (aJ — a + b)n 6 ' ap -{- {x — a -{- b)q 



L. X = Ya^ — afe 4" ^^' 

Aus dieser Gleichung ergeben sich bei geeigneter Be- 
^''iHHnung der willkürlichen Gröfsen die Gleichungen 37—39, 
^ — 43 und 67—68. Auch die allgemeine Gleichung 66 folgt 
*^^ 75, wenn man in 75 — m statt m, 2m + w statt w, 
^P -+ 2 statt q setzt. So erhält man bezw. die Gleichungen 
•> 40 und 67, wenn man für m, w, p und q bezw. setzt: 
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1) 2, 1, 1, 2; 2) 1, 1, 1, 1; 3) -- 1, 3, 1, 3. Die angeführten 
Gleichungen müssen daher alle zu derselben Klasse gehören^ 

Man kann aber aus der durch die Lösung gegebene 
Gleichung 1) auch zweitens bilden 

(55) a?« = (a + 6)2 - 3a6 
(a + bf - a;^ = Sah 

(56) -3^ _____.. 

Ob man hier a + 6 + rr und a + 6 — x vertauscht, ist gleid 
gültig, da das Zeichen von Xj weil die Gleichung rein q^x:»^ a- 
dratisch ist, keinen Einflufs hat. Ebenso ist es gleichgült», g^ 
ob man die 3 unten bei b oder oben bei a setzt. Die V"^^r- 
hältnisse der willkürlichen Konstanten ändern sich dadar^K3h 
nicht, und diese kommen hier nur in Betracht. — Aus (5 ^6) 
ergiebt sich die allgemeine Gleichung 

(a + & + x)m + aw a (a -f & + x)p + hq 



76. 



Sbm -{- {a -{• b— x)n b Sap -{• (a -{• b — x)q 



L. x = ya^ — ab + b\ 

Alle durch diese allgemeine Gleichung repräsentirte^^ *^ 
Gleichungen gehören für die Lösung der andern Klasse ar:-* 
Setzt man für m, n, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 1; 2) 1, 2, 1, ^ ^ 
so erhält man: 



.n. 



77. 



2a -{- b -{- X a a + 4fe — x 

25-j-a + Ä; b ' b -{- Aa — x 



„f^ 3a + 6 + a; a 2a + 5& — 2a; 

'®* 3b + a + X ~ T ' 2& + 5a- 2x ^' ^' ^* 

Ij. x = Ya^ - a6 + b\ 

Man wird sich vergebens bemühen, diese Gleichung 
aus den allgemeinen 66 und 75 abzuleiten, wie man au 
die oben angegebenen speciellen Gleichungen 37—39, 40— 
und 67 — 68 nicht aus der Gleichung 76 ableiten kann. 

Entwickelt man jedoch bei (21) auch die Darstellung 
von t^: 




-i/ a — ^b + ^r 1 /iL « — ^ + 

K 4(6 — 2a + 2r) ~ VT' 4(ö — a4 



r 



', Ä _ a C 121 

So ergiebt sich ans der Gleichheit dieser, indem man x statt 

** setzt, die Gleichung 

ivq a — 26 + 2£r a a — h -{- x 

'6 — 2a + 2^13 h h — a -{- x 



L. a; = }/a« — ah + b\ 

Diese Gleichung mufs in Bezug auf die Gleichung (21) 
als Gleichung zweiter Klasse angesehen werden, gehört mit 
37—39 nicht in dieselbe Klasse, ist daher nicht in der all- 
gemeinen Gleichung 75, wohl aber in der Gleichung 76 ent- 
ialten. Man hat in 76 nur m = l, w = — 2, jp==l, g = — 2 
^ü setzen. In Bezug auf die symmetrische Gleichung des 
4. Grades in (21) repräsentirt daher 75 alle Gleichungen 
erster Klasse und 76 alle Gleichungen zweiter Klasse. 
Es sei als Lösung 

2) x=y4ca^ + 3ab + 4:b^' 

r^geben. Dann kann man erstens bilden: 

a:» = 4(a + bf - bab 

4(a + bf - ä;2 = bab 

2a + 2 b + X a 

56 2a + 2b —~x ' 

^•Ixer die allgemeine Gleichung 

;;^ (2a + 2&+a;)w4-«w a {2a'{'2b -^ x)p -\-hq 

** 5 bfn + (2ä+2 b—x)n ~b * bap + {2a + 2b — x)q 



L. x = yW 4- 3a6 + 46^ 

In dieser Gleichung sind die Gleichungen 6 — 10 und 

65 enthalten. Setzt man für die willkürlichen Gröfsen 

Reihe nach 1) 1, — 3; 1, — 3; 2) 2, 1, 2, 1, so erhält 

bezw. die Gleichungen 6 und 64. Auch die allgemeine 

*- Eichung 63 läfst sich leicht aus 80 ableiten. 

Man kann aus der gegebenen Lösung auch zweitens 

^i^en: 

ii:2 = 4(a-6)2 + llafc 

X -^ 2a — 2b b 

Uft X — 2a+ 2b' 
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Daher allgemein 

\ibm + {x ^^2a"-|- 26)w ~ '6' ' Hai) +~(ä~— 2 a + 26) 2" 

h. x = yiä^ + 3a& + U\ 

Die Gleichungen 80 und 81 repräsentiren die beidön 
Klassen unendlich vieler Gleichungen^ welche von der hi^r 
verlangten Form für die gegebene Lösung möglich sin^cJ. 
Giebt 80 die Gleichungen erster Klasse, so giebt 81 die 
Gleichungen zweiter Klasse, und umgekehrt. Die Klasse £si 
nur bestimmbar, wenn eine zugehörige symmetrische Glei- 
chung des 4. Grades gegeben ist. 

Setzt man in 81 für die willkürlichen Konstanten der 
Reihe nach 1) 1, 1, 1, — 1; 2) 1, —2, 1, 2, so erhalt 
man bezw. 

a; + 8a — 26 a 186 — 2a + oj 



82. 

00 X — 2b a 76 + 4a — 2a; 

06. r-TT- = -T- • = — 7-, — r— ;r- U. S. W. 



a; + 2a — 36 6 13a — 26 — a; 

X — 2b a 76 + 4a — 2a; 

a; + 2a ~h ' 7a + 46 + 2x 



L. a? = )/4a2"+3a& + 4&l 
Es sei als Lösung 



3) a; = )/4a2 — 3a6 + &^ 
gegeben. Dann kann man auf zweierlei Weise zerlegen: 

a;2 = (2a — hf + ab 

a; + 2a — 6 a 

6 aj — 2a + 6 ' 

oder 

^2 = (2a + 6)2- lab 

2a + 6 + a; a 

76 2a + 6 — X ' 

Im ersten Fall erhält man die allgemeine Gleichung 
(a; + 2a — 6) w + an a (a; + 2a — b)p -{- hq 



84. 



6 w + (a; — 2 a + 6) w 6 * ajp + (a; — 2 a + 6)2 



L. x = yW - 3ab+ b\ 

Setzt man hierin für die willkürlichen Konstanten 1) ^i 
1, 1, 2; 2) 2, 1, 3, 1, so erhält man bezw. 
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a; + 3a — h a a; + 2a + & 



u. s. w. 



Ä— 2a + 25 & 2a; — 3a + 26 

2a; + 5a — 26 ^ 3a; + 6a — 2& 

a; — 2a + 36 "6 a; + a + 6 

L. a; = V'4a* - 3a6 + 61 

Im zweiten Fall erhält man 

.Äf (2a + 6 + ^)^ + aw a (2a + ^ + ^)P + ^2 

76m +(2a + 6 — a;)n 6 ' 7ajp + (2a + 6 — a;)g 

L. X = l/4a^ ~ 3a6 + 61 

Setzt man für die willkürlichen Gröfsen bezw. 1) 1, 1, 
X 5 2) 1, 2, 1, 2y so erhält man: 

g 3a -|- 6 -f- ^ a 2a + 86 — a; 

2a + 26 + a; 6" * 9a + 6 — a; 

9 ^<^ + ^ + ^ « 4a + 96 — 2a; 

" 2a + 36 + a; '^ T ' iia + 26 — 2a; "" ^' ^' 



L. a; = y4a«- 3a6 + &l 
Es sei als Lösung 

4) a:=l/a* + 34a6 + 6* 
^S^ben. Dann kann man erstens bilden: 

a;* = (a - 6)^ + 36a6 

a; + a — 6 6a 

66 X — a + 6 

;> {x '\' a — b)m + 6an a (a; + « — &)P + ^^g 

66w -j- {x ^ a -{- b)n F * 6ap -\- {x — a +"6)^ 

L. a; = ya^ + 34a&+F; 

In dieser Gleichung sind die Gleichungen 15—17 ent- 
^llien. Setzt man z. B. m = — ^^ 1, w = 1, ^ = 1, g^ == — 1, 
^ erhält man die Gleichung 15. Die Gleichung 90 reprä- 
^^*^tirt daher in Bezug auf die symmetrische Gleichung des 
Crades in (5) die Gleichungen erster Klasse. Die Glei- 
*^Ving 18, eine Gleichung zweiter Klasse, ist daher nicht in 
'^^irselben enthalten. Die Gleichungen 48—49 sind jedoch 
•*^ Unfalls in 90 enthalten. Die allgemeinen Gleichungen 47 
•^^d 90 sind nur scheinbar verschieden. Setzt man in 47 n 
^t^tt m, m — n statt w, q statt p, p — q statt q, so erhält 
^£in 90. 



124 vt A_^ _^ 



Mau kann zweitens bilden: 

a;2 = (a + hf + 32a6 
X — a — h 2tt 



91. 



166 X -^ a -\- h 

(x — a — h)m -{- 2an a (x — a — 6)p + 2 6g 



166m + (ä + a + h)n 6 l^ap + (a; + a + h)q 

L. a; = ya" + 34a6 + R 



Setzt man hierin m = 1, n = 1, p = 1, g = 1, so enr- 
hält man die Gleichung 18, welche in Bezug auf (5) zi».ir 
zweiten Klasse gerechnet werden niufs. Die Gleichung > H 
repräsentirt daher in Bezug auf die Gleichung (5) die Gle^.- 
chi^ngen zweiter Klasse. In derselben sind auch die Glei- 
chungen 56—58 enthalten. Man erhält z. B. 56, wenn ma^^ia 
m = l, n = 2, ^ = 1, 2 = 2 setzt. Die allgemeinen Gl( 
chungen 91 und 55 lassen sich leicht auf einander reducire" 

Als charakteristische Eigenschaft einer quadratischen 
Gleichung von der hier behandelten Form, die in Bezug a-tif 
eine symmetrische Gleichung des 4. Grades zur zweiten Klasse 
gerechnet werden mufs, ist oben in f. bei 1) augegeben, dais 
sie aus Darstellungen von t^ abgeleitet ist oder doch dk^xxs 
solchen Darstellungen als abgeleitet gedacht werden kaEtn. 
Dann hat eine solche Gleichung, wenn ihre Glieder nioit 
umgestellt sind, nach der Theorie der symmetrischen Glei- 
chungen, wie es in Ec. und in [IL 236] entwickelt ist, die 
Eigentümlichkeit, dafs die Produkte aus Nenner und Zähler 
links und rechts Quadrate sind. Eine solche Eigentümlich- 
keit haftet, wie es schon oben in g. bemerkt ist, jedoch nur 
einer einzigen Gleichung zweiter Klasse an, die Gleichung 
nicht gerechnet, welche durch ümkehrung des Zeichens von 
X entsteht. Alle andern Gleichimgen zweiter Klasse haben 
diese Eigentümlichkeit nicht. 

Aus den Darstellungen von t^ in (6) ergeben sich die wr 
Gleichungen: ■ 

.^„\ 17a-|-6 — X a X -\- a — 6 l^ 

^^ ^) lW+ a — x ~ T ' x-\-h — a 1^ 

,w- V a — h -\- X a a -\- IIb -{- X 

^^^^^ h — a + x ~T' h + \la+x' 
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Diese müssen in Bezug auf (5) als Gleichungen zweiter 
öasse angesehen werden. Die zweite unterscheidet sich von 
der ersten nur durch das Zeichen von x. Die Gleichung 
(37) hat die angegebene Eigentümlichkeit; es ist 

(17a + b — x) (176 + a - ip) = (3a + 36 - Sxf 

a(x + a-h)'b(x + h — a) = 36a^b\ 

Die Produkte aus Nenner und Zähler sind Quadrate. Die 
Grleichung (57,) hat diese Eigentümlichkeit nur dann, wenn 
man sie so schreibt: 

17a + 6 + a; a x — a -\- h 

IIb -\' a -\- X h ic + a — 6' 

oder* wenn man auf beiden Seiten mit -r- multiplicirt, wo- 

duireli jedoch die Form gestört wird. 

Die Gleichung (57) ist in der allgemeinen Gleichung 91 
öntlxalten; sie ergiebt sich aus derselben für m = — 1, 
** === 8, ^ = — 1, g = 8. Daher ist in Bezug auf (5) die 
Gleichung 91 als die allgemeine Gleichung zweiter Klasse 
^^ziasehen. Aber keine andere Gleichung von allen, die man 
^Us 91 ableiten kann, wie man auch m, w, p und q be- 
stittiuien mag, wird die angegebene Eigentümlichkeit eben- 
*^lls haben. An allen andern aus 91 abgeleiteten Glei- 
^li'Uiigen wird man daher kein unterscheidendes Merkmal 
*^^ti<ieD können, weshalb man sie gerade zur zweiten Klasse 
^■^chnen mufs. 

Es ist oben weiter gezeigt, dafs die Gleichung 90 in 

"*^^Zixig auf (5) die Gleichungen erster Klasse repräsentirt. 

-^l>er unter diesen Gleichungen, welche wegen ihrer Ent- 

^tehung in Bezug auf (5) als zur ersten Klasse gehörig an- 

8^ Sehen werden können, giebt es eine, welche die Eigen- 

^^talichkeit hat, von der oben gezeigt ist, dafs sie einer Glei- 

^niing zweiter Klasse anhaftet. Setzt man in 90 m = — 1, 

^^ ''^'^S, 2? = 1, g = 3, so erhält man mit Vertauschung des 

■*^eiiuers links und des Zählers rechts 

17a + & — X a X — a — h 

IIb -{- a -{- X b Ä + « + ^ 
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Hier ist: 

(17 a + h — x)' (llh + a + ic) = 8(a - /> + xY 

aix-a- h) . h{x + a + fc) = 32a*&l 

Die Produkte aus Nenner und Zähler sind also Quadrat^ 
wenn man in den Nennern oder in den Zählern noch d^n 
Faktor 2 hinzufügt. 

Damit ist für die specielle Lösung 4) gezeigt ^ dafs d je 
Gleichungen, welche durch die Gleichung 90 repräsentijt 
sind, an sich von den Gleichungen, welche durch die Glei- 
chung 91 repräsentirt sind, nicht unterschieden werden 
können. Für eine bestimmte Lösung giebt es zwar zw^ei 
unendlich zahlreiche von einander gesonderte Klassen iroD 
derselben Form; die eine Klasse als erste, die andere ^s 
zweite zu bezeichnen kann jedoch nur in Bezug auf eine be- 
stimmte symmetrische Gleichung des 4. Grades als begröndet 
angesehen werden. 

Es sei als Lösung 



b) x = Vda^ - 14a6 + 9^^ 
gegeben. Man kann erstens bilden: 

x^ = (3a - Uy + 4a6 

^K^v X -\- 3a — 3& ^o 

^^^^ 72h ~ x'^^Sa + Sb ' 

Man kommt so auf die allgemeine Gleichung, welche sch*-^^^ 
in 45 für diese Lösung aufgestellt ist. 
Man kann zweitens bilden: 



(59) 



x^ = (3a + 36)2 _ 32^6 

3a + 8& — rc 2a 



16& Sa + Sb + x 



Man kommt so auf eine allgemeine Gleichung, welche 
selben speciellen Gleichungen einschliefst, welche 50 eixi- 
schliefst. 

Es sei als Lösung 



6) x = ya'^ + b^ 
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^ ^- B ~ h ' B ' 



gegeben. Dann kann man erstens bilden: 

x^ = {a + by — 2ab 
a + & + ic a 



2h a -{- h — X 



y also 



Qo (g + & 4" ^)^ + öw ___ a (a + ^ + ä;)jp + ^Sf 
2&m +(a + &--a:)n 6 * 2ap + (a + & — a;)g[ 

L. a; = Ya^ + 61 

Die Gleichung umfafst dieselben speciellen Gleichungen, 
welolie 62 umfafst. 

Man kann auch zweitens bilden: 

x^={a — hy + 2ab 

X A- a — b a -, 

— hrE = T-T 9 also 

93 {x -}- a — b)m + aw a (x -\- a — b)p + 6g 

26w + (^ — «+6)w 6 ' iap-i-ix — a -{- b)q 

In dieser Gleichung sind die Gleichungen 34—36 ent- 
^alt^n^ Die Gleichung 69 läfst sich auf 93 reduciren, und 
umgekehrt. 

Es sei schliefslich als Lösung 

7) x = yab 
^^S^ben. Man kann hier nur bilden 



X a 

h X 



:e2 



1^ 



kann hier daher 'nur eine Klasse von Gleichungen mit 
verlangten Form geben. Man erhält 

mx -|- an a px + hq 
^ 6m + ^^ ^ ap -{- qx 

L. X = yäb. 

Setzt man hierin für die willkürlichen Gröfsen bezw. 
^> 2, 1, 2, 1; 2) 3, 1, 3, 1; 3) 1, w, 1, n; 4) 1, n, 1, m, 
^^ erhält man mit Vertauschung des Nenners links und des 
Zahlers rechts: 



Qf^ 


a + 2x 


vkßm 


6 + 2a; 


QU 


a + Sx 


»fO. 


b + Sx 


97. 


X -\- an 


X -\- hn 


f\Ci 


a-\-mx 
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a a; + 2& 
' T ' a; + 2« 

_ a X + Sb 
" b X + Sa 

a nx -{- b 
" b nx -j- a 

a a;+ bm 
^^* b -{- nx b X -\- an 

L. a; = yä6. 

1. Es wird hiernach noch von Interesse sein, et^ 
näher auf die oben bei 1) in f. ausgesprochene Behauptu 
einzugehen: Gleichungen von der hier behandelt 
Form, welche in Bezug auf eine symmetrische Gl» 
chung des 4. Grades zur ersten Klasse gehöre 
können in Bezug auf eine andere symmetrische Gl 
chung des 4. Grades sehr wohl als zur zweiten Klas 
gehörend angesehen werden und umgekehrt. 

Sucht man für eine bestimmte Lösung (48), indem ir 
aus derselben die Gleichung (50) bildet und nach h. in (- 

r statt X und diese Quotienten gleich l—zT] setzt, die 

gehörige symmetrische Gleichung des 4. Grades, entwicl 
aus dieser die Darstellungen von t und aus diesen D 
Stellungen wieder die quadratischen Gleichungen von der h 
verlangten Form, so müssen diese in der allgemeinen GS 
chung 73 enthalten sein; die Gleichung 73 repräsentirt di 
für die zugehörige symmetrische Gleichung des 4. Gra 
die Gleichungen erster Klasse. Entwickelt man aus der 33 
metrischen Gleichung die Darstellungen von t^ und bil 
aus diesen die betreffende quadratische Gleichung, so in 
diese nach den bisherigen Erörterungen der zweiten KI3 
angehören. Alle Gleichungen, welche für die Lösung Q 
nicht in 73 enthalten sind, müssen in 74 enthalten s^ 
folglich auch die so entwickelte Gleichung zweiter Kla^ 
Tu diesem Fall mufs also die Gleichung 74 in Bezug auf 
betreffende symmetrische Gleichung des 4. Grades die G- 
chungen zweiter Klasse repräsentiren. — Geht man für o 



^^' B ~ h ' D* 

selbe Losung (48) umgekehrt von der Gleichung (52) aus, 
setzt diese Quotienten, nachdem x mit r vertauscht ist, gleich 

/ — ;^-^ ) und bildet die zugehörige symmetrische Gleichung, 

so imrd in Bezug auf diese die Gleichung 74 alle Gleichungen 
erster Klasse und die Gleichung 73 alle Gleichungen zweiter 
KlsLsse repräsentiren. 

Wir vfollen diese allgemeinen Erörterungen an einem 
besonderen Beispiele durchführen. Es sei die schon oft be- 
nntzte Lösung 

x^yda^ — Uah + W 

gegeben. Bildet man aus dieser Lösung erstens die Quo- 
^iexx-fcengleichung (58), so erhält man nach h. als zugehörige 
symmetrische Gleichung des 4. Grades 

((\(y\ (a?* — a?y + y" ) (a; + y)* ^ «_ 

V"^; (0.2 + xy + y^) (X - yY h ' 

die oben in (7) aufgeführt ist. Aus den in (8) angegebenen 
Dairstellungen von t, welche aus (7) oder (60) sich ent- 
^wicieln lassen, ergeben sich, indem man x statt r setzt, als 
Gleichungen von der hier verlangten Form: 

\}>-M.j ~r — , -, = -j- . — - — , ^.^ aus 5 und 10 

■^ Sa -\- Sb — X b 8a + 36 + ^ 

(ctc%\la — 96 + 3a; a 3a — 36 + a; ^^ j io 

\^^) -WZ 7, — T-^— = T ' -^ir- o -1 — aus 11 und 12. 

"^76 — 9a + 3a; 6 36 — 3a + ^ 

Die Gleichung (61) mufs nach 1) in f. für die symme- 
trische Gleichung (60) als eine Gleichung erster Klasse, die 
Weichung (62) als eine Gleichung zweiter Klasse an- 
gesehen werden. Für die Gleichung (61) ist die allgemeine 
^löichung in 45 aufgestellt*). Die Gleichung 45 repräsentirt 
^aher in Bezug auf (60) die Gleichungen erster Klasse. Für 
^^ Gleichung (62) ist die allgemeine Gleichung in 50 auf- 
gestellt. Die Gleichung 50 mufs daher für (60) die Glei- 
ß'iuxigen zweiter Klasse repräsentiren. 

Bildet man aus der oben gegebenen Lösung zweitens 



(61) 



') Setzt man in 46 w = 3, n = — 1, jp = 3, 3 = 1, so erhält man 



oder (66). — Ebenso erhält man (62) oder (66) ans 60, wenn man 
•*** 3, n» — 1, pea.3, g== — 1 setzt. 

"^ ardey, aur Formation quadr. Oleioh. 9 
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zunächst die Quotientengleichung (59); so erhält man nae 
h. als zugehörige symmetrische Gleichung des 4. Grades 

rfK^\ (^' + 22a;y + 6y^)(a; + y)^ _ a^ 
^^^ 2 (a;« + ^^y + 2/') (« — VY & * 

Aus dieser Gleichung, die schon oben in h. bei 2) aufge 
ist, findet man als Darstellungen von t, ganz denen in ( 
entsprechend: 




1. 



l/Sa + Sb-r 2 l/_ 

V 16& * V 3a 



2a 



+ 36 + r 

3. l/ ^ + 8& — r 4 i/ 6a 4-3« — *• 

r 186-^^^30— 7 ' V Sa+ 196 + r 

— 36 + r 



f). T/T«-I^Milr 6. lAZlz 

r 8(3a — 36+r) V 9a — 76 + 8r 

Y 1 /a 136^ 3 a -fr g -i/a 3a + 196 — r 

r 6"8(a + 86 +>) ' r y *8(6a+36 + r) 

t) -i/a 36 — 8a + *• IQ. l/« 76 — 9o + 3f 

K 6"96— 7a + 8r ' V 6 ' 8(36— 3a+2r) 



II l/"^'*+^'Lr^^ 19 l/^ 3a4-36— r i q iA* 76— 9a+ 
^**r 8(3r+9rt— 76) ^"^'r 6 "8(30+36+0 K 6« "8(96-70+ 




8(96-7a+- 

r = |/9a* — 14a6 + 9b\ 

Die r>. und 6. Darstellung sind bezw. die for ^ mit d— 
liulioos r>.r* +■ 22xp + 5y* und x* + -ixff + y*. Sie st 
nach Ei\ gofuudeu. 

Aus dioson Darstellungen ergeben sich, indem man 
statt r sctEt. die Gleichungen: 

»•x T« — 96 + 3x a 76 — 9a + S* - , -, 

^ S« — 216 + X 6 36 — Sa + X 

* *\ S^ + Trt — 96 ii 3a + 36 — x -- , 

«iH>> ^ . ^. .. = — -- — ^- , ans 11 und 

N^ch O iu f« mufs die Gleichung (65) in Bezog 
iv^"^ ;ds oine Gleichung erster Klasse ansesehen werd' 
l^> Gloiohutt>r i\V ist aber identisch mit der Gleich 
^1*:?^^ wcioho tSr iV eine Gleichv^sg iweiter Elaase war 
Eooaso u:u*s r,Aci: l iu :\ die Gleichmg .^66. fiöur (63) 
c;:)c ir^eici:^!^: £wx>iter Kl^^^se galten. Diecse Gleichmiig 
iVr id5i::isci r:::: /.U \ wielch^ tur »»j als Gkiduiiig 




Is 
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Klasse gelten mufste. — Die Gleichunp" (65) ist in der Glei- 
chung 50 enthalten; diese mufs also für (63) die Gleichungen 
erster Klasse repräsentiren. Die Gleichung (66) ist in der 
Grieichung 45 enthalten; diese mufs also für (63) die Glei- 
cliiixigen zweiter Klasse repräsentiren. 

Damit ist nachgewiesen, dafs alle quadratischen Glei- 
ciiixxigen von der hier verlangten Form mit der angegebenen 
Liö Slang, welche in Bezug auf die symmetrische Gleichung 
d^s 4. Grades in (60) als Gleichungen erster Klasse gelten 
sen, in Bezug auf die symmetrische Gleichung des 4. Gra- 
in (63) zur zweiten Klasse gehören, und umgekehrt, dafs 
Gleichungen, welche für (60) zur zweiten Klasse gehören, 
(63) als zur ersten Klasse gehörig angesehen werden 
sen. 



m. Bisher ist in diesem Abschnitt nur von reinen qua- 
^ir^.-tigclien Gleichungen die Bede gewesen. Es ist daher noch 



di 



Frage zu beantworten: 

Läfst sich jede vollständige quadratische Glei- 
chung auf die hier behandelte Form bringen? 
Ganz genau lassen sich nur solche vollständige quadra- 
^^Cilie Gleichungen auf diese Form bringen, welche die Wur- 
^^-l^O a und b haben, d. h. allgemein die Gleichung 

x^ — (ö^ + V)oo + a6 = 0. 

Diese Gleichung ist in eine Quotientengleichung von der 
^^^m (50) oder (52) zu verwandeln. Man hat 

(a + 6 — x)x = ah 

a -\-h — X a 

b X 

^^i^raus in der bekannten Weise allgemein 

(a + 6 — x)m -}- an a (a + 6 — x)p + hq 

^ bm -]- nx b ap -]- qx 

L. a; «== a, 6. 

Setzt man hierin für die willkülrlichen Gröfsen bezw. 
"^> 1, 1, 1, 1; 2) 2, 1, 2, 1; 3) 1, 2, 1, 2; 4) 1, w, 1, «; 
^J 1, n — I, 1, M — 1, so erhält man: 

9* 
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^^- B a — b'D' 
^"^* 3F+ '2a - 2a; ~ y 2a + a: ^^'^J 



3a + ^ — ^ ^ b -\- 2x 

3b + a — X & a + 2a; 



IAO 3a-t-o — a; o o -f -za; pQ„ -, 



1 n<l (n+l)öt + ^~^ <* waj + 6 

*(w+l)6 + a — X h nx -{- a 



104. 



aw + 6 — X a (w — i)x -\- h 



bn -{- a — X b (w — l)x + « 

L. a; = a, 6. 

Setzt man in den letzten 3 Gleichungen bezw. 1) a = 3, 
fc «=» 4; 2) a = 4, 6 = 5; 3) a = 5, 6 = 6, so erhält man 

105. Ji^5 = i..i+i^ L.a;==3,4. 

16 — a; 4 3 + 2a; ' 

tni»^»* + ^— ^ 4 na; +5 ^ -., 

107. r±^~" °l' !''~y±^ L.x = 5, 6. 

6n + 6 -^- a: 6 (n — l)a; +6 ' 



82. 



8«,. 



^ _ a + b _C 

2«! + 5ft + 8x a + b Za — b + 2x 

Ha — bb + Sj" a — & 2a — 6 + 3x 

lu or = + a. 

3rt -|- 6 + X o + ft 4a — 2& — X 
3a — b + X '^ a — b ' 4a + 26 — x 



L. X = V'l>vff* + ft*^ 



^^ 8rt.+ Ä6+x a4-^ 3a + 64"' 

*** a — R6 + X a — ö a — 6 + x 



*«.. 



L. X = 1 öa* — 6a6 + blr. 

3rt + x 4a — 6 26 — X 

3x + a "^ 46"^^ " 2x — 6 

L x — l'f^ 



via "^ — ^ + ^ ^ 13ä 



32 



IIa + bh — X Sa + b Sa + 6b — x 

*• 7a + 9b+Sx~ Sb + a ' JT^fTcT+x 

L. a; = + (a — 6). 

a-\'Sb + X 3a + 66 86 — a + a? 



QO 

5* a — 36 + ic 3a — 66 ' 36 + a — a; 

L. x = ya^ — h\ 

qo 3a + ^ — a? 4a + 86 3(a; — 6) — a 

«• 3a — 6 + a; ~ 4a — 36 ' 3(a; — 6) + a 

«2 7a + 6 + 2a? 16a + 6 a; + 46 

'• 76 + a +~2ä ~ 156 + a ' a; + *« 



32 



32 



32iQ, 



L. a; = yoM- 14a& + h\ 

3a; — a + 76 5a — 26 a; — 5a + 76 

*• 3aj — 6 + 7a 66 — 2a * a; — 56 + 7a 

L. X = Yda^ - Uah + 96^. 

7a + 36 — a? 6a + ^ 6a; — 7a + 136 

ö* 76 + 3a+ a; 66 + a * 6a; + 76 — 13a 

L.x = Ya^ — Uab + b\ 

3x + 13a + 56 10a — 6 a; — 3a + 96 

3a; + 136 + 6a 106 — a * a; — 36 + 9a 



32 



11' 



L.x = Ya^ + 34a6 + b\ 

9a + 46 — 6a; 7a — 36 7a + 26 +5 a; 
96 + 4a — 6a; "^ 76 — 3a ' 76 + 2a +6x 



L. a; = }/a2 + 3a6 + &l 



a. Die Gleichungen sind rein quadratisch und haben 
die Form 

Die Deduktionen des 5. Abschnitts lassen sich gröfsten- 
teils leicht auf Gleichungen übertragen, wie sie hier oben 
angegeben sind. Die Form dieser Gleichungen ist ähnlich, 
wie diejenige der dort behandelten, nur steht rechts statt 

des konstanten Faktors -r- ein anderer ebenfalls konstanter 



Faktor. 



1 
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Um Gleichungen von der oben stehenden Form zu er- 
halten, z. B. von der Form 32—322, kann man in den Glei- 
chungen des vorigen Abschnitts a + 6 statt a, a — b statt 
b setzen. So folgt aus der Gleichung 29, die vorn in V auf- 
geführt ist, wenn man zugleich 2x statt x setzt, 

^ 8a + 46 + a; a + h Sa ^ 2b + x 

80"--' 46'-f-~5 a — b ' 3a + 2& + x 



L. x = l/9a2 — 8b\ 

In derselben Weise ergiebt sich aus 31 vorn in V, 
indem 'man ebenfalls 2x statt x setzt, 

rt X '\- b a -{- b X -{- Sa — 2b 

x— b """ ä^b * X + Sa + 2b 



L. a; = l/3a2-'26l 

Ebenso ergiebt sich aus der Gleichung 3 in Ya. die 
(Jloichung 32^. — Ebenso folgt aus 31i vorn in V 

,^ 5(1 -f 36 + o; a + b 8a — 26 — 3a; 

öa -^ Sb + X ~ a — b ' 8a -f 26 — 3a; 

L. x = y2{a' + ¥): 

Will mau andere konstante Faktoren haben, so mufs 
num die Substitution dem angenommenen konstanten Faktor 
entspreclicnd miichen. Sollen die konstanten Faktoren 

2« + 6 2a — 6 3a — 26 
26+«' 26~^irä' 86 — 2a 

worden, so hat man in irgend einer der Gleichungen des 
vorigen Abschnitts 1) 2a + 6 statt a, 26 + « statt J; 
2^ 2a — b statt «, 26 — a statt 6; 3) 3a — 26 statt a, 
36 — 2a statt 6 zu setzen. Macht man diese Substitutione 
z. B. in der Gleichung 31^, so erhalt man bezw. 



4* 



»rt + 36 — X 2ci + 6 2j — 3a 

3rt + 36 -f jr 26 4- u ' 2x + 36 



d. 



1^ a- = V'3v«' + «fr + *'^- 

fi -f 6 --_jr 2«! — 6 2x — 6a + 46 

rt + 6 + X 26 — ci ' 2x + 56~— »4« 

L a=) 7ci^~ 13ti6+ 76-. 
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!• a -^- h — X 8a — 2& 2a? — 8a + 7& 

• ä~+T+~ä 36 — 2a * 2x — 70"+^ 

!)• Man kann diese Substitutionen auch in den symmetri- 
schen Gleichungen des 4. Grades machen oder einfacher in 
den aus jenen entwickelten Darstellungen von t Aus diesen 
kann man dann, wie das oben in Ve. gezeigt ist, die allge- 
meine Gleichung bilden und aus dieser wieder beliebig viele 
specielle Gleichungen hinschreiben. Setzt man z. B. in der 
1. und 2. Darstellung von ^ bei (8) in Vb 2 a -f- 6 statt a, 
2a — h statt 6, so erhält man aus denselben, wenn man 
noch 4a? statt r setzt, die Gleichung 

^ '' 2a — & ~ 2x — 36 

L. X = ya^ + 2b\ 

Aus dieser hat man nach der im vorigen Abschnitt viel- 
fach angewendeten Methode, wenn man die Werte der beiden 
Quotienten mit X bezeichnet: 



b^ 
Sb 



.V ^ 2x + 3& 2a -f 

>* 2a — 6 2x -~: 

pN Y 2a +& 2x + Sb 2a + b 2a — b 



2a — 6 2a + 6 2a — 6 2x — Sb 

Drückt man in beiden Fällen nach dem KS. X allge- 
mein aus und setzt die so gebildeten Quotienten einander 
gleich, so erhält man 

2 (2x+Sb )m+{2a + b)n 2a+b {2x + Sb)p + (2a^b)q 
{2a — b)m+{2x^Sb)n '^ 2a^ ' (2ä + &)¥+~(2 x — 3li)g 

Setzt man hierin für die willkürlichen Gröfsen m, n, p 
^^d q bezw. 1) 1, — 1, 1, 1; 2) 1, 1, 1, 2, so giebt das: 

8. ^ — a + X 2a +6 x -^ a -{- b 

b -\- a — X 2a— & x -\- a — b 

9 a + 26-faj 2a -f & 2a; + 4a + & 
a — 26+« 2a— 6 4a; + 2a - 56 



li. x = ycF+2W. 



^^^' B a — bD 

Setzt man in denselben Darstellungen von t bei (8) in 

Vb. 2a -\- h statt a, 26 + a statt h und zugleich x statt r, 

so giebt das zunächt 

3a — 8& + a? 2(2a + h) 



(3) 



2(2& + a) 36 — 3a + a? 



L. a; = l/17a2 + 2a6+ 176^ 
Hieraus hat man nach dem bei (2) angewendeten Verfahren 
die allgemeine Gleichung 

^^ (3a — 3& + fl?)m + 2(2a + &)n 
2(2& + a)m + (36 — 3a + x)n 

2a + 6 (3a — 36 + x)p + 2(26 + a)q 

I 26 + a ' 2(2a + b)p + (86 — 3a + x)q 

h. x = yna^+ 2ab+^ri¥, 

Setzt man hierin für die willkürlichen Grössen bezw. 
1) 1, 1, 1, 1-, 2) 1, 2, — 1, 2, so giebt das: 

ti X -{- 7 a — 6 2a+6 .r + Öa + 6 
!!• : — zn = ;n — ; • ; — =-? — ; 



12. 



a; + 76 — a 26 +a a; + 66 + a 

I Ia -{- b + X 2a - f 6 a; — 2a + 56 

116 + a — a; 26 + a ' a; + 26 — 6a 

L. x = yna^ + 2ab + in\ 



c« Noch einfacher kann man diese Substitutionen in 
den Quotientengleichungen machen, wie sie in Vk. angegeben 
und aufgestellt sind. Diese lassen sich auch, wie dort ge- 
zeigt ist, leicht direkt aus der durch die Lösung gegebenes 
Gleichung bilden. 
Für die Lösung 

x = ya^ — ab+ V 
ist in Vk. unter (54) die Quotientengleichung 

X -{- a — b a 

6 X — a -\' b 

gebildet. Setzt man hierin a -{-h statt a, a — h statt 6, 

hat man 

a; + 26 a + 6 



(4) 



a — 6 a; — 26 



L. X = yo?'\'U\ 
Daher allgemein 

1 Q (a; + 26)m + (« + &)** a + ^ (a; + 2 6)jp + (« — &)^ 

(a — h)m + (x — ib)n a — b (a + b)p + (a; — 26)2 

L. x = yär+~w. 
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VIC. -T»- = r • "Tpr • 

B a — D 

Setzt man hierin für die willkürlichen Gröfsen bezw. 
1) 1, 1, 1, 1; 2) 1, 2, 1, — 2, so erhält man: 
14. ^ + g + 36 a+6 X -{' a -{- b 



15. 



X'{'2a + ^b a+b a — 5& + 2a; 

a? — 2a + 4& a— &* a + ß^» — 2aj 



u. s. w. 



Für die Losung 

ist oben in Vk. bei 6) die Quotientengleichung gebildet 
oder kann leicht direkt aufgestellt werden 

a -\- b -\- X a 

2b a + & — X 

Setzt man hierin 2a + 6 statt a, 26 + a statt 6, so er- 
hält man 

Sa + Sb + x 2a + 6 

"2(2 6 + a)" Sa+ Sb — X 

L. x = Yöa^ + Sah + 56^ 

Daher die allgemeine Gleichung 

16 (3 g + 3& + aj)m + (2 a + &)»* 
2(2& + a)m + (3 a+ 3ö — a:)w 

2a + & (3a + 3 6 + ^ + (26 + a)g 

26 + a " 2(2a + b)~p~+~{Sa + J^b — x)q 

L. x = Yba^ + Sab + 561 

Setzt man hierin für die willkürlichen Konstanten bezw. 
V 1, 1, 1, 1; 2) 1, — 1, 1, — 1, so erhält man: 

17^ 5a 4- 46 + a? 2a + 6 6a + 76 — a; 

ö6 + 4a + P5 26 + a 66 + 7a — x 
18 a + 26 + a; 2a +6 x — a + b 

^-'» ! ■ ! . ! U S W 

h -{- 2 a -\- X 26+aa; — 6 + a 

L. a; = l/5a^ + 8a6 + 56^ 

Selbstverständlich kann man solche Substitutionen auch 
^^kt in den allgemeinen Gleichungen machen, die im vorigen 
^^ohnitt aufgestellt sind. Setzt man in V. 94 a + 6 statt 
' ^ — 6 statt 6, so erhält man 
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19. 



B a — bD 

mx + (a + h)n a -{- h px -{- {a — b)q 



{a — h)m -^ nx a — b (a + ^)P +3^ 

L. a; = V'a2"=^ 

Setzt mau hierin für die willkürlichen Gröfsen bez 
1) 1, 2, 1, 2; 2) 2, 3, 2, 3, so erhält man mit Vertauschu 
des Nenners links und des Zählers rechts: 

X + 2a -\-2b a + ba-'b + 2x 




30. 



X -{- 2(1 —2b a — b a -\- b -\- 2x 



o 



I 2.r + 3rt+36 a-\-b 2a — 26 + 3a; 

' 2;t'-f3tt~3ö a — b' 2a + 2b + 3a; 

d. Die auf den angegebenen Wegen aufgestellten GL 



chungen liefern, wie aus dem Obigen zu ersehen ist, meist^^ ^»as 
mir ungeschickte oder doch unzierliche Resultate; man L ^=^i 
über das Resultat nicht zu verfügen. Wir wolÄ- ^n 
daher Gleichungen von der oben stehenden Form direkt a^"«-:»-?- 
zustollon suchen, ohne die im vorigen Abschnitt vorkomm^^ ^»- 
den Gleichungen zu benutzen. Wir stellen uns mithin ^3- ^c 
Aufgabe: 

Reine quadratische Gleichungen von der Po :«C"3n 
■. . dcf + nb + f .r ^ M« + vb ^ ^,o + ly^fe + t^x 

xu bilden, die eine nicht unzierliche Loso. -»==^? 

haben. Die griechischen Buchstaben sind ZahL^^^^' 

koeffioienten. 
Die Aufgabe, welche in dieser Allgemeinheit ni 
ohne Schwierigkeit zu sein scheint, wird mit Hülfe 
Theorie der symmetrischen Gleichungen des 4. 6 
des leicht und vollständig gelost. 

Xaoh de« Erörterungen im vorigen Absotmitt, besoniK ^^^ 
nach Vc, mufs eine symmetrische Gleichung des 4. Gri 
welche auf Darstellungen von t iuhren soll, ans denen ^^^'^^ 
quadratische Oleichuugeu von der dort behandelten Fc^^*"™ 

mit dem konstanten Faktor -j ableiten lassen, die Fcf^^^^ 
haben: 




% 






4 a + b G 139 

fese liefert nach (12) in Vc, wenn man die zugehörigen 
irstellungen von t sucht, 

Js r wird schliefslich die Lösung der quadratischen Glei- 
mg. Die Gröfsen a, a^, ß und ß^ stehen zur Verfügung, 

der Lösung eine zierliche Form zu geben. 

Für die oben gestellte Aufgabe nehmen wir zunächst, 
ilich, wie es im ganzen vorigen Abschnitt geschehen ist, 
1 konstanten Faktor 

(8) Jtl+1^ 

gegeben an. Ln vorigen Abschnitt war der konstante 

ctor -^ • Wir werden also, um den konstanten Faktor (8) 

erhalten, in (6) und (7) nur fia -{- vb statt a, ^^a-^-vJ} 
bt b zu setzen haben. Dann sind aus der so entstehenden 
cimetrischen Gleichung des 4. Grades die Darstellungen 
i ^ zu suchen. Diese liefern dann, wie es im vorigen Ab- 
xiitt wiederholt gezeigt ist, leicht die gewünschten qua- 
tischen Gleichungen. Ein Beispiel wird das Verfahren 

genüge erklären. 

Der konstante Faktor möge 

(9) ^ 

^. Dann ist in (6) und (7) a-\-b statt üj a — h statt b 
setzen. Aus (7) erhält man 

+ (« - a,f {a - hf. 

mit der Wert von r möglichst einfach wird, kann man 
Äen: 

) ß+ßi=\, « — «i=i; ccß-^aß,-\-^tt,ß-'a^ß, = \' 

•im wird 

r = + g. 

) ß + ßi = ^, «-«1=0, a^ — 3«^i + 3«i/S — «i/Si = i- 
loin wird 



\ 
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Soll das Resultat in Bezug auf a und h symmetri^Si oTh 
sein, so mufs das Glied mit a* — 6* in (10) yerschwind. ^s^n. 
Wir gelangen zu den einfachsten Ausdrücken, wenn i^^v^ii 
setzen: 

3) aß — 3aß, + 3a,ß-aj,=0, ß+ß^ = l, a^a^=— 1. 

Dann wird 

4) a/J-3aA+3ai/J — ai/Si = 0, /J + ft = 2, a — a^ ■• 1. 

Dann wird 

r = i/5a« + 6al + 56*. 

Der erste Fall ist der einfachste Fall. Er läfst ^^^h. 
sehr leicht direkt behandeln, wie wir weiter unten seüzM-^n 
werden. Wir wollen ihn jedoch hier vornehmen, um su 
zeigen, dafs auch für einen solchen Fall die symmetrisols. ^n 
Gleichungen des 4. Grades zur Lösimg der oben gestell*>^n 
Aufgabe ausreichend sind. 

Die drei Gleichuugen bei 1) werden am einfachsten 
fllUt durch 

« = i, «1 = 0, ^ = i, A = 0. 

Dutiii g«ht (()) mit Berücksichtigung von (9) über in 

^ ^ (x' + y'H^-yy «-&* 

I)(»r goiuüiiiHanio Faktor a?- + y* darf nicht fortgehoben 
doli, weil sonnt die (ileiehung nicht mehr vom 4. Grade 
würdo. Man lindot nach dem bekannten Verfahren 



er- 
ein 



.rü.j.,,* a + r 



für r=^ya\ 



xy b a — r 

llioraus orgobon sich als Darstellungen von t: 



l/fi |- r •} "ih i/a -- r 1 A + ^ i/a + ^ 

Dio boidon lot/.tt^n Darstellimgen von t, welche aus ^*^ 
boidou tM'ston naoh dem K8. durch Addition und Subtraki^^^ 
ufofundon sind, sind die filr / mit den Indices x — y i»-^" 
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B a — h n 

x-{-y. Setzt man diese einander gleich und x statt r, so 
hat man 



(12) J!i:r^__iiT: 



b 



Hiermit folgt nach der schon oft angewendeten Methode die 
allgemeine Gleichung 

g^o (a? + ^)^ + (^ + ^^) a + & (^ + &)i> + (« — b)^ 

'^ ' (a — 6)m + (o; — 6)w a — b (a + 2»)i) + (a; — &) g' 

L. a? = -h g. 

Setzt man hierin für die willkürlichen Grofsen bezw. 
1) 1, 1, 1, — 1; 2) 1, 2, 1, 2; 3) 3, 2, 2, 3, so erhält man: 

oo aJ + ö + 26 a + 6 26 — a + a; 

'a;+^"~2& a — ö 2& + a — a; 

24 x + ^a -{-Sb g + fe a— 36 + 2ic 

a5+2a — 6 a — & a — 6 + 205 

Cht' 2a + 66 + 3a; . a + 6 3a — 6 + 2a: rom 

L. a: = + a. 

Für den vierten Fall werden die Bedingungen in 4) 
am einfachsten erfüllt, wenn man 

setzt Dann geht (6) mit Rücksicht auf (9) über in 

noN H^' + y'){^ + yy ^ ci + b 

^ ^ (3a;« + 2xy + Sy^) {x — y)^ a — b ' 

Hieraus ergeben sich in der bekannten Weise die Dar- 
stellungen von ti 



1/30+56+7 -1/ 6 ^a + r -| / a+36+r -i / 2 (a + 

'^^ a-56 +r "^ r 3a+6— r"~ K 2(a — 6) ~ r 7^^'ä^ 



w 

36 



r=V5a2 + 6a6+-562. 



Aus der 3. und 4. Darstellung hat man, wenn man x 
statt r setzt, 

,. .V a + 36 + a; ^ ^2(a + 6) 
^^^^ 2(a — 6) a; — a — 36 

^d daher allgemein: 
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26. 



(a + 35 + x)m + 2(a + b)n 
2{a — b)m + (x ^ a — Sbjn 

a + b (a + 3ö + x)p + (2a — b)q 



a — b 2(a + b)p + (a; — a — 36)g 

Setzt man hierin für die willkürlichen Gröfsen bezw. 
1) 1, 1, 1, 1; 2) 1, 2, 1, 2, so erhält man: 

rt^ Sa -{- bb -}- X a-{-b 3a + 6 + a; ^ «o i 

a — Öö + a? a — a — b -[• x *- '*-' 

fcio 6a+7& + a; a + 6 a; — 46 

»8. -r — = — j— , — = - -i- • ^nr u. 8. w. 

6a — b -\- X ar-b x — 25 

e. Wir wollen jetzt die oben in (5) gestellte Aufgabe 
direkt lösen. Es sind da zwei Fälle zu unterscheiden: 1) de 
konstante Faktor ist gegeben^ 2) die Lösung ist ge 
geben. In jedem Falle kann die Aufgabe auf unendlic 
vielfache Weise gelöst werden; es giebt unendlich viele Gle 
chungen, welche den Anforderungen genügen. Für eine 
bestimmten konstanten Faktor ist jedoch nicht jede Lösun. 
möglich, wenn die Gleichung die angegebene Form hab^ 
soll; und umgekehrt ist für eine bestimmte Lösung nie 
jeder konstante Faktor möglich, hier wie überall voraii^s- 
gesetzt, dafs die Entwickelungen reell und rational sind. 

Wir wollen hier zunächst den ersten Fall betrachten: 
Gleichungen von der oben stehenden Form 
direkt aufzustellen, wenn der konstante Fak- 
tor gegeben ist. 

In Vk. ist gezeigt worden, wie man aus einer geeigneten 
Quotientengleichung beliebig viele Gleichungen von der 
in V verlangten Form ableiten konnte. Soll der konstante 

Faktor y sein, so mufs nach Vk. die Quotientengleicbimg 

die Form 

cca -{' ßb -^ sx fia 

vb aa -\- ßb — sx 

haben, d. h. es mufs links im Nenner nur 6, nicht auch fl 
und Xy rechts im Zähler nur a stehen, nicht auch b und ^ 



d das Produkt aus dem Zähler links und dem Nenner 

5lits darf kein Glied mit x enthalten, da die Gleichung rein 

adratisch sein soll. 

Soll der konstante Faktor daher der in (8) angegebene 

n, so mufs die Quotientengleichung, welche man zunächst 

bilden hat, die Form haben 

^^Kv aa -\- ßh -\- Bx ii,a -^ vh 

f4öt + Vi& aa -\- ^b — BX 

man aa -{- ßh — sx oder sx — {aa + ßh) schreibt, ist 
ichgültig, da die Koefficienten a, ß^ e vorläufig noch un- 
timmt sind. 

Aus der Gleichung (15) hat man nach dem in Vk. und 
n in b. angewendeten Verfahren allgemein: 



16) 



{aa + p& 4" «ä;)w + {[la + vh)n 
(/[*, a + Vj &) m + {aa -\- ßh — Bx)n 



S 



H.a -\- vh (aa + ^6 + fa;)p + (|ti, a + •'i &)? 

jLtja + Vi& {ii>a -f- vh)p + («« + ß^ — Bx)q^ 

L. X = —]/(«« + ß^^ — (f^öt + vli) (fi^a + v^h. *) 

Damit ist die oben in d. gestellte Aufgabe ganz 
emein gelöst. Die Gröfsen m, w, p und q sind will- 
Hch. Es giebt für jeden konstanten Faktor und jede für 
Selben mögliche Lösung eine unendliche Anzahl von Glei-* 
^igen, welche die hier verlangte Form haben. 

Wir wollen das Verfahren an einigen Beispielen durch- 
»•en. Es möge als konstanter Faktor 

^^ a — b 

^ben sein. Dann mufs nach (15) die Quotientengleichung 
ie Form haben: 

aa -{- ßb -\' X fi{a + b) 



(17) 



a — b aa -}- ßb — x 



*) Die Lösung ergiebt sich aus (15). Wollte man sie aus (16) 
v^ickeln, so thäte man am besten, für die zusammengesetzten Gröfsen 
H- ?& + «^» f*« + ^& u- 8- w. einfache Buchstaben J., B u. s. w. 
»fitzen. Danp reducirt sich die Gleichung (16) auf ÄD — JBC = 0, 
• auf (16). 
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B (1 — D 

Es mulüs links unten a — 6, rechts oben a + 6 stehen, vvi'e 
es in (12) und (14) der Fall ist. Es konnte der Allgemein- 
heit unbeschadet s = \ gesetzt und der Paktor bei a ^ 

fortgelassen werden. Hätte man sx statt x^ und v{a — ^) 
statt n — 6, so hätte man nur Xy statt ax^ und fi statt ^>^ 
zu setzen; dann wäre die Lösung nicht geändert und c9^^ 
Gleichung hätte die Form (17). 
Aus (17) hat man 

(18) x = y{aa + ßhf — fi(a^ - 6^)^ 

Die Grofsen a, ß und fi stehen zur Verfügun 
um der Losung die Form zu geben, die für den a 
genommenen konstanten Faktor in 1) möglich i 
Hier ist jedoch zu bemerken, dafs ft nie = sein kann, 
sonst die Quotientengleichung (17) aufhört. 

Aus 1^18) ersehen wir, dafs die Zahl der Lösungen, wele 
für den konstanten Faktor in 1) möglich sind, unendlich i 
Wir ersehen femer, dafs für den gegebenen konstanten Fakt 
in 1) nicht jede Lösung von der Form 

X = Y-ha^ -f 2 lab +T6« 

möglich ist. So wird man in (18) a, ß und fi rational 
so bestimmen können, dafs man erhält 

x^^Va^ + V, x = ya^±ab + b^ n, s. w. 

Die Form der Lösung ist daher durch den konstai 
ten Faktor bedingt. 

Für die in (18) vorkommenden willkürlichen Gröfs— 
a, ß und fi haben wir, wenn x in möglichst einfacher Foi 
erscheinen soll, bezw. zu setzen: 

1) 0, 1, — 1. Das giebt x = + a 
2)0,0,-1. „ „ x=^V^F^^' 




3)2, 0,+ 2. „ „ x=V2(crf¥) 
4)1,1,-1. „ „ x=y2a(a + b) 



5) 3, 1, + 4. „ „ x=y6a^+6ab + 56* u.8 
Der 1. und 5. Fall sind oben in d. schon behandelt 
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^^- B - a~b '^' 

Für den 2. Fall haben wir infolge der Bestimmung von 
ß und fi aus (17) 

a — b X 

ber die allgemeine Gleichung 

mx + (« + &)♦* a + & pa; + (« — &)ö' 



(a ~ b)m + wa? 


a — b 


(a + b)p + ga; 

• 










L. a? — f a« - 


b\ 




Setzt man für m^ 


, n,p und 


q bezw. 1) 1, 1, 


1, 


1; 


2) 


1,2,1, 


2, 


erhält man: 
















o + & + a; 


a + b 


a — b -{• X 












a — b + X 


a — b 


a + b + X 












X + 2a +26 
a; + 2a — 26 


a + b 
a^b 


2a; + « — ^ 
2a; + a + 6 ^' 


s. 


W. 









Für den 3. Fall wird die Quotientengleichung 

2a + a; 2(a + 6) 

a — b 2a — x 

i-er die allgemeine Gleichung 

(2a+a;)m+2(a4 -6)n « + &_ (2a + a;)p + 2(a— • 6)g 

(a — 6)w + (2a — x)n a — b (a + 6)p + (2a — a;)g 



Setzt man für m, n, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 1 ; 2) 1, — 1, 1, — 1, 
Erhält man: 



a; + 4a+26 a + b 3a — 6 — a; 




a; + 4a- 26 a — 6 3a + 6 — x 




X — 2b a + b X — a — 6 




a; + 26 a— 6 x — a + 6 




L, x^ y2{a^ + 6«). 




Für den 4. Fall hat man 




a^+a + b a + b j^^ 
a — 6 X — a — b ' 




(a; + a + 6)m + (a4-6)n a + 6 (a; + a + 6) p + (a - 


-b)q 



(a — 6)w + (x - a — b)n a — b {a + b) p + {x — a ^ b)q 

L. x = Y2ä{a + b). 

^ardey, zur Formation quadr. Gleich. 10 



®* B a-b D 

Setzt man hierin für w, n, p und q bezw. 1) 2, 1, 2, l • 
2) 1, 2, 1, 2, so erhält man: 



36. 



2aj + 3a + 3ö a + & x + a — Sb 

2x -{- Sa -}- b a — b x -\- a -\' b 



nn X -{- Sa -^Sb a-}-b 2x — a — 9b 

X -\- Sa — b a^b 2x — a — b 



L. x = |/2a(a + 6). 

Es möge als konstanter Faktor 

^. 2a + b 
"^^ 2b + a 

gegeben sein. Dann hat man nach dem Obigen die Quotient^ "TI' 

gleichung 

/iQ\ cta + ßb + X _ ft(2a + b) 
^^ 2b + a aa + ßb^x 

zu bilden und erhält 



(20) X = V{aa + ^6)^ - fi(2a + 6) (26 + a). 

Die Formel (20) giebt alle Lösungen, welche f 
den konstanten Faktor in 2) möglich sind. 

Damit die Lösung möglichst einfach wird, hat man 
die in (19) und (20) vorkommenden willkürlichen Gröfi 
a, ß und n bezw. folgende Werte zu setzen: 

1) 5, 4, 8. Dann wird a? = + 3a 

2) 3, 3, 4 „ „ a? =±(a-6) 



3) 0, 0, - 1. „ „ o; = /(2a + &)(« + 26) 

4) 1, 1; — 1. „ • „ rr =y3a^ + lab + U^ 

5) 2, 2, 1. „ „ X =')/2a2 + 3a6 + 262u.s. 

Für den 1. Fall geht, wenn man zugleich 3 a? statt ^ 
setzt, (19) über in 

6a + ^b + Sx _ 4(2 a + b) 
2(26"+ ö) ~ 5a + 46 + 3a; 

Ob man die 8 in Faktoren zerlegt und wie man sie zerleg^*» 
ist für die allgemeine Gleichung gleichgültig. Man erhält 



I 



u. s. w. 



\ 
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Jft (5a + 4& + 3a;)w + 4(2a + &)n , 

2(2 6 + a)m + (5a + 46~— 3a;)n 

2a + & (5a + 4=6 + 3a;)p + 4(2& + ä)q 

2& + a * 2(2a + b)p + (5a + 46 — Sx)q 

L. 55 == + a. 

Setzt man hierin für m, w, ^^ und q bezw. 1) 1, 1, 1, I5 
^j 1, — 1, 1, — 1; 3) — 1, 2, — 1, 2, 80 erhält man: 

39 13a + Sb + Bx 2a 4-ft 3a + 464" ^ 

7a + 86 — 3a; 26 +a * 3a + 26 — 0; 

^O ^ — ^ 2a+6 3a; + a — 46 

* X — a 2b-^a Sx — a— 26 

^jj IIa + 46 — 3a; 2a+b a + 46 — a; 

* 4a + 26 — 8a; 26 -fa * a -{• b — x 

Für den 2. Fall geht (19) über in 

Sa~{.Bb + X 2(2a + 6) 

2(26 + a) '^ 3a + 36 — a; ' 

er die allgemeine Gleichung 

(3a + 36 + x)in + 2(2a + b )n 
^ 2(26 4- a)m + (3a + 36 — x)n 

2a + 6 (3a + 36 + x)p + 2(26 + a) q 
'^ 26 + a ' 2 (2a + 6)p + (3a; + 36 — x)q' 

L. X = + (a — 6). 

Setzt man hierin für m, n, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 1 
2, — 1, 2, — 1, so erhält man: 

7a + 56 + a; 2a+ b 5a + 76 — a; 

76 + 5a4-^ 26+a 56 + 7a — x 

g -|. 26 + a; 2a+6 a + 56 + a; 

6 + 2a + a; 26+a ' 6 + 5a + a; 

L. x = + (a — b). 

Für den 3. Fall hat man 

X 2a4- b 1 

— — -j — = — also 

26+a a; ' 

tnx + (2a + 6)n 2a + 6 J9a; + (2 6 -f ^)g 

(26 + d)m -\- nx 26 + « * (2a + 6)^? + qx 

L. X = y(2a + h) (26 + a). 

10* 
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Setzt man für m, n, p und 2 bezw. 1) 1, 1, 1, 
2) 1, 2, 1; 2, so erhält man: 

X + 2a + h 2a+b x + a + 2b 



46. 



x + 2b + a 2b+a x + b + 2a 



,„ a; + 4a + 2fe 2a+5 0+26 -\-2x 

*'• a; + 46+ "20 "" "2b~+~ä ' Y+~2ä~+2x "* ®- ^• 



L, x = y(2a + l) (26 + a). 

In derselben Weise kann man für den 4. und 5. Fi 
beliebig viele Gleichungen von der verlangten Form au 
stellen. 

Es möge endlich als konstanter Faktor noch 

oN Sa +b 
"^^ Sb+a 

I 

gegeben sein. Dann hat man zunächst 

aa + pb + X (i(ßa 4- b) 

36 + a cca -\- §b — x 

X = y(aa + ßby - /A(3a + 6)(36+'ä). 

Die einfachsten Fälle, den Fall « = 0, j8 = 0, fi = — 
nicht gerechnet, sind hier: 



1) a=l, ß=l, ii = — l', also a;=2]/a* + 3a6 + 

2) a = 2, /J = 2, f* = 1 ; also a? = + (a — 6). 

Für den 1. Fall hat man, wenn man zugleich 2x stat 
setzt, 

2a; + a + ft 3a + & 



36 + a 2a: — a — 6 

und daher allgemein 

^J;^ (2.1; + a + ^)*'* + (3a + b)n 
JSb + (i)m~+\'^x ^ a - b)n 

Sa + b_ {2x + a + b)p + (36 + 

'sb+a * (3a + 6)jp + (2aj — a — 

L. X = V'ä^~+"3ä^& +~6^ 

Setzt man hierin für m, n, ^ und 2 bezw. 1) 1, 1, L ^ ^j 
2) 1, 2, 1, 2, so erhält man: 
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B a-^b D 

X + 2a + b 3a4- ^ x + b 

x + 2b + a 36+ a * x + a 

2x + 7a + 36 8a+ 6 ^x — a + b 

2x+ 7b + Sa 36 + a * 4a; + a — 6 

Für den 2. Fall hat man 

2a + 2b + X 3a + 6 



36 + a 2a + 2b — X 

Daher allgemein 

gj (2a + 26 4- x)m + (3a + b)n 

{Sb + a)m + (2a + 26 — x)n 

3a+ 6 (2a + 26 + x)p + (36 + a)q 

36+ a ' (3a + b)p + (2a'+ 26 — x)q 

L. ^ = ih (^ ■" ^)- 

Setzt man für m, w, ^^ und g bezw. 1) 1, 1, 1, 1; 
^) -*" ^ 2, 1, 2, so erhält man: 

52^ 6 a + 36 + a; 3a + 6 3a + 56 + o; 

66 + 3a — X 36 + a ' sF+^öö"— "i 

53* a? + 8 a+ 46 ^^_+ & 6a + 76 — 2a; 

X + 86 + 4a ~ JF+ä ' 56 + 7a — 2a; ^' ^' ^• 

L. ^ = + (^ ~ ^)- 

Damit ist allgemein und mehrfach speciell gezeigt, wie 
^a.tx für einen gegebenen konstanten Faktor, der die in (8) 
^^Segebene Form hat, alle Lösungen auffindet, welche für 
^ix Faktor möglich sind, und wie man für jede mögliche 

^Sving beliebig viele quadratische Gleichungen von der hier 
^^langten Form aufstellt, welche den gegebenen konstanten 

^-kior haben und die nach demselben vorher bestimmte 

^Sung liefern. Bei diesen Entwickelungen sind wir von 

^^-O. konstanten Faktor ausgegangen. 

f. Wir wollen jetzt die oben in (5) gestellte Aufgabe 
^^ den vorn in e. angedeuteten zweiten Fall lösen: 

Gleichungen von der oben stehenden Form 
direkt aufzustellen, wenn die Lösung dersel- 
ben im voraus gegeben ist. 
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Dieser Fall ist bei weitem der interessanteste. Er 
giebt zugleich den Weg an, auf welchem die meisten der 
oben vorgeführten Aufgaben gefunden sind. Die Behandlung 
dieses Falles giebt auch Aufschlufs über die Frage: 

Welche konstante Faktoren können in einer 
quadratischen Gleichung von der hier behan- 
delten Form vorkommen, wenn die Losung 
derselben im voraus gegeben ist? 
Bevor wir an die Lösung der Aufgabe selbst gehen, ist 
es nötig, einige Bemerkungen vorauszuschicken. 

Von allen bisher behandelten Gleichungen müssen die 
Gleichungen [18 — 28], welche dem 4. Abschnitt zu Grunde 
gelegt sind, als die ursprünglicheren angesehen werden. Aus 
diesen lassen sich alle übrigen ableiten. Von den in L, ü^ 
und IIL behandelten ist das oben nachgewiesen. Es ist dahexr- 
noch die Frage zu beantworten: 

In welcher Beziehung stehen die in IV behan — 
delten Quotientengleichungen zu den Glei- 
chungen von der hier behandelten Form? 
Transformirt man die Gleichung 

(21) -""-^^^A = ^' ~ ""tX [20], L,x=ya^+lOab + 

^ ^ x — Sa + b a — X -\- Sb ^ -^^ ^ ' ' 

nach dem KS. in eine andere Quotientengleichung, in welch 

links im Nenner und rechts im Zähler kein x vorkommt, 

findet man 

/ooN a; + 2a + 6 ^ 3a 

^ ^ 2b — a X — ^a-'b ' 

Man hat nur zu addiren und zu subtrahiren. Aus dies 
Quotientengleichung kann man nach dem oft angewende"fcoxi 

Verfahren beliebig viele Gleichungen von der verlangten Foirm 

Sa 
bilden, welche den konstanten Faktor -xr haben. MCan 

erhält z. B., wie 30, 46 u. a. aus der zugehörigen Quotienten- 
gleichung gebildet sind, aus (22) als einfachsten Fall 

X -{- 6a -\- b Sa a; + a + 36 



54. 



X — 3a -\- b 26 — a x -\- a — b 



L. Ä = }/«' + iÖai'+ bK 
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Transformirt man nun (21) nach dem KS. ganz beliebig, 
bildet also 

/on\ (aj+5a+6)m+(aJ— a+&)** (^ — 3a+&)p + (^— 0^ + ^)9' 

^ ^ (ä— 3a+6)m+ (a— a;+3&yw (a;— 3a+&)p + (a— a;+36)Y 

und sucht aus dieser Quotientengleichung eine dritte^ indem 
man nach dem KS. erstens das x aus dem Nenner^ zweitens 
aus dem Zähler fortschafft, so kommt man wieder auf die 
Gleichung (22). Man hätte zu dem Zwecke erstens den 
ersten Quotienten in (23) mit p — q, den zweiten mit m — n; 
zweitens den ersten mit p -{- Q, den zweiten mit m + w zu 
erweitern und jedesmal den KS. mit Subtraktion anzuwenden. 
Der Faktor mq — np hebt sich fort und mit ihm alle will- 
kürlichen Konstanten. Die Gleichung (23) liefert immer nur 
einen konstanten Paktor, welcher in 54 angegeben ist. 

Wir schliefsen daraus: Wie man auch eine Quotienten- 
gleichung von der in IV. behandelten Form nach dem KS. 
transformiren mag, man kommt, wenn man Gleichungen von 
der hier behandelten Form bilden will, immer nur auf Glei- 
chungen mit demselben konstanten Faktor, oder, wie wir kurz 
sagen können: 

Für eine Quotientengleichung hat die Anwen- 
dung des KS. keinen Einflufs auf den kon- 
stanten Faktor. 

Hat man z. B. die einfache Quotientengleichung 

^^ führt dieselbe auf Gleichungen mit dem konstanten Faktor 

a 

'h'y z. B. 

X -\- 2a a X -j- 2h 

2x -\- b b 2'x -\- a 



L. X = Yab. 

Wendet mau auf (24) den KS. an, so kann man be- 
liebig bilden 

fOFt\ ^ + 3öt 2a; + « 

^"^^^ b + 3x ~ Tb~+x ' 
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Elifniniri man hier nach dem KS. erstens x im NenDer, 
zweitciiH im Zähler^ so kommt man wieder auf die Glei- 
chung (24;^ d. h. auf Gleichungen mit demselben konstanten 

Faktor j- • 

Transformirt man jedoch eine Quotientengleichong, wie sie 

in IV. behandelt sind, durch korr. Addition, so kommt man 

auch jedenmal auf einen neuen konstanten Faktor, oder kurz: 

Hei einer Quotientengleichung verändert die ^ 

Anwendung der korr. Add. stets auch den kon- ^ 

Htanten Faktor. 

Aus der Gleichung (24) hat man durch korr. Additior:^^ 

X a 

x-^h a+ ^ 

1 Heraus durch Pjlimination von x aus dem Nenner nac 
dem K8. 

. _-. — — mitnm 

^la ~- X a 2a — h — x 

2 a — 6 + .f a — 6 " 2a -}- x 

Man koiuini auf don konstauten Faktor 



u. s. w. 



a~b 
IVMvti nuiu aus (24) durch korr. Addition 

,r + 2ft a-j-^x 

a.r 4- b ~2a + ~x ' 

Ht'huiVi hi(»r durcli Anwendung des KS. erstens das x auö ^^^ 
NonuiM', /»oilons aus dorn Zähler fort, so erhält man 

I j ^= o A I c»i. 1 mitnm 

4 II ' b 3.1* — 2tt + 26 ' 

a.r I II 4- 26 46 <i X + 2a — b 

a.r I 6 I 2«i ■*" 4(1-6 " x + 26"-^^ U. S. WT- 

Man kommt auf den konstanten Faktor , "~ ^ • 

4a — 6 
I>amit i}i< dor /woito Satz in zwei Fällen als richtig' ^^' 
wioson. Wir kounon aus t^lU'i auch durch korr. Add. g^^^ 
all^^oiuoiii luldon 

M*,J •}- bn «IfN 4- HX 



y 



iv>^ 



fKv 4- bq ap + ^-^ 



^ a + b C 153 

und suchen für diese Quotientengleichung den konstanten 

Faktor, indem wir x erstens im Nenner, zweitens im Zähler 

eliminiren. Dann giebt der zweite Zähler, dividirt durch den 

ersten Nenner, den konstanten Faktor. Dieser enthält w, n, 

p und g, mufs sich also auch ändern, sobald diese Gröfsen 

sicli ändern, d. h. sobald durch korr. Add. aus (24) eine neue 

Gleiohung gebildet wird. 

Wir müssen aus dem Obigen schlief sen: 
*Bildet man aus einer vorgelegten Quotienten- 
gleichung 

durch korr. Add. allgemein 

fc\Q\ Am '\- nB Cm + J^** 

^^^^ 'Ap + Bq 0^"+"^ ' 

wo m, w, p und q willkürliche Gröfsen sind, so 
mufs man auf alle konstanten Paktoren kom- 
men, welche für die Gleichung (27) möglich 
sind. 
Man hat in (28) durch Anwendung des KS. erstens das x 
?1^^ dem Nenner, zweitens aus dem Zähler fortzuschaffen, 
^"^xdirt man dann den von x befreiten Zähler durch den 
^Vi X befreiten Nenner, so erhält man den allgemeinen Aus- 
**^ok für alle konstanten Faktoren, welche für die der Glei- 
^^xig (27) zum Grunde liegende Lösung möglich sind. 

Nach diesen Vorbemerkungen und Andeutungen wollen 

/^^^ das Verfahren an einigen Beispielen durchführen. Die 

^^img ist gegeben. Die aus dieser hervorgehende oder leicht 

^ bildende specielle Quotientengleichung ist durch korr. 

^^ition in eine allgemeine Quotientengleichung zu verwan- 

^1^ und dann zu untersuchen, welche konstante Faktoren' für 

^^ Lösung möglich sind. 

Es sei als Lösung 

1) x = yäb 

S^geben. Aus dieser Gleichung folgt nach Vk. als einfachste 
^^ctientengleichung ^ ^ 
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VlI. -=- = =- • -=r • 

B a — V 
und hieraus durch korr. Add.^ wie schon in (26) angegeben ist, 

^ ^ xp -i- bq ^^ ap -i- xq 

Hierin ist erstens der erste Quotient mit — j, der zweite 
mit py zweitens der erste mit — n, der zweite mit m zu er- 
weitern und jedesmal der KS. mit Addition anzuwenden. Dann 
erhält man 

,o/\\ amp — bnq -{- (np — mq)x am^ — 6n* 

^ ^ ap^ — hq^ amp — bnq + (wff — np)x 

Jede aus dieser Gleichung abgeleitete Gleichung, welch« 
von der hier behandelten Form sein soll, mufs den kon^ 
stauten Faktor 

(31) ^4^; 

^ ^ ap^ — bq^ 

haben, oder alle konstanten Faktoren, welche für dS 
Lösung 1) möglich sind, müssen in dem Quotient 
(31) enthalten sein. Solche Faktoren sind: 

^' y ' ^' 4.b-a' ^' 9b- a' ^' 96 — 4o ^' ^' 

Für den 1. Fall kommt man auf die bei 7) in VL e 
wickelten Gleichungen. 

Für den 2. Fall ist m = 2, m = 1, j? = 1, q = 2. Da- 
geht (30) über in 

/qoN 3a; — 2a + 26 4a — 6 

^ ^ 46 — a ~ 3a; + 2a — 26 " 

Man hätte die Substitution auch in (29) machen und aus der 
so erhaltenen Quotientengleichung nach dem KS. die Grlei- 
chung (32) entwickeln können. Oder man hätte auch naeli «. 
oben verfahren können, um (32) aufzustellen, da man jetzt 
den konstanten Faktor und die Lösung kennt. Mas 
hätte nach (15) setzen müssen 

cca -\- ßb -\- sx fi{4:a — 6) 

46 — a cca-i-ßb — ex 

Dsi 0? = ah ist, so wird die Gleichung erfüllt durch: 

[1 = — 1, a = 2, ß = 2, £ = 5, oder i-'-ti i 

^ = ^1^ a = 2, ß 2, £ = 3. l^^ 



X — a -\- 


U 


x^h + 
a + 26 - 


2a 
- 3a; 
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V J I. -=;- = =- • -=r- • 

Die letzte Annahme giebt die Gleichung (32). — Diese Be- 
merkung gilt auch für die folgenden Fälle, wie in ähnlicher 
Weise auch für die folgenden Aufgaben. 

Aus (32) hat man die allgemeine Gleichung 

55 (3a; — 2a + ^h)m + (4a -- h)n 
(46 — a)m + (3a; + 2a — 26)w 

4a— 6 (3a; — 2a + 26)p + (46 — a)g *) 
"^ 46— a * (4a — 6)i) + (3a; + 2a — 26)g 

L. ic = yäi' 

Setzt man hierin für w, w, p und q bezw. 1) 1, 1, 1, 1; 
2) 1, — 1, 1, —- 1; 3) 1, 2, — 1, 2, so erhält man: 

5ß 3a; + 2a + ^ 4a — 6 

3a; + 26 + a 46— a 

gy a; — 2a + 6 4a — 6 

a; — 26 + « 46 — a 6 + 2a — 3a; 

flfi a; + 2a 4a — 6 26 — x 

t#,o» — ! -= — — . -Q s w, 

a + 2a; 46 — a 2a;— 6 

L. a? = ]/a6. 

Die letzte Gleichung ist identisch mit 323 . 
Für den 3. Fall ist m = 3, w = 1, jp = 1, g = 3. Dann 
geht (30) über in 

8a; — 3a + 36 9a — 6 

96 — a 8a; + Sa — 36 

Für den 4. Fall ist m = 3, n = 2, p = 2, g = 3. Dann 
g^lxt (30) über in 

6a; — 6a + 66 9a — 46 

96 — 4a 5a; + 6a — 66 ' 

^^n hat also allgemein 

5^ (5a; — 6a + 66) m + (9 a — 46) n 
(96 — 4a)w 4- (5a; + 6a — 66)n 

9a — 46 (5a; — 6a + 66)j? + (9 6 — 4a)g 

96 — 4a * "(9^— 4ö)i) + (5a; + 6a — (oh)q 

L. a; = yah, 

*) Die hier gebrauchten willkürlichen Gröfsen w, n, p, q sind 
^,^^tfct identisch mit den in (29) und (30) vorkommenden. Die Gröfsen 
^^*^^ in beiden Fällen willkürlich, aber durchaus unabhängig von ein- 
^^^«r. Ähnliches gut auch für die folgenden Betrachtungen. 



156 vif ^ ^ + ^ C 

B a — h D 

Setzt man hierin für m, n, j>, g bezw. 1) 1, 1, 1, 1 
2) 1, 2, 1, — 2, so erhält man: 

5a; + 3a + 26 9a — 46 ic— 2a + 36 



60. 



5a; + 36 + 2a 96 — 4a a;— 26 + 3a 



^1 5a; + 12a — 2J; 9a — 46 8a — 36 + 10a; 

• 5a; -- 12F+Tä ~ '^iT^'i'ä ' 86 — 3a — 10a; ^ ^' ^' 

L. a? = yä&. 

Es sei als Lösung 

2) x=ya^ + l^ 

gegeben. Wir bilden aus der durch die Lösung gegebene 
Gleichung die einfachste Quotientengleichung 

a; + 6 6 

— ^-^— — ^— -"^ _^^^_^-_^^ » 

a X — 6 

Hieraus durch korr. Addition allgemein 

{x + h)m + an am + (a; — 6)n 

{x + 6)p -\- aq ap -{• {x — h)q 

Schafft man hier ähnlich, wie es oben bei (29) geschehe ^^°^ 
ist, durch Anwendung des KS. das x erstens aus dem Nenn 
zweitens aus dem Zähler fort, so erhält man 



^y 



^ ^ a(ü«— a2) _ 26öa 



(P* — g[^) — 26pg' 

a{m^ — n*) — 2bmn 



a(mp — nq) — b(np + wg) + {mq — »|>)a; 

Es müssen daher alle konstanten Faktoren, welche 
die gegebene Lösung möglich sind, in dem Quotienten 

/oA\ ^(^'^^ — ***) ~" 26ww 
^ ^ ~a(p"^^) — Upq 

enthalten sein. 

Setzt man m = 1, n = 0, p = 1, q = — 1, so kom 

man auf den konstanten Paktor =- • Für diesen Fall si 

6 

schon oben in V. eine Menge Gleichungen aufgestellt: 2- 

34 — 36 u. s. w. 

Setzt man weiter für m^ n, p und q bezw. 1) 3, 1, 4, 
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2) 3, — 1, 4, — 2; 3) 3, - 1, 3, 1; 4) 5, - 1, 3, - 2, so 
^ommt man nach (34) auf die konstanten Faktoren: 

. 4o — 36 c> 4a + 3& „ 4a + 3b . 12a + 5& 
• 46 -3a ^' 4& + 3a ^^ 4a - 3ö ^* 12& + 5a ^'^'^ 

Für den 1. Fall geht (33) über in 

X — 6a -{- bh 4a — 3& 

~2(46"— ~3ä) X + 6a — bh, ' 

ATan hat daher allgemein 

63 (ic — 5a + 56)w + (4:a — 3 6)n 

2(46— 3a)w + {x + ba -^bjn 

4a — 36 (a; — 5a + bh)p + (46 — 3a)g 

46 — 3a * 2(4a — 36)p + {x +~5a^^ 56)^ 

Setzt man hierin für m, n, p, q bezw. 1) 1, 1, 1, — 1 ; 
2) 1, ~ 1, 1, 1; 3) 1, 2, 1, —2, so erhält man: 

63 a; — a + 26 4 a — 36 36 — a + rc 

T6 — 3a * 



6*. 



aj 


+ 


6- 


- 2a 


a; 




9a 


+ 86 


a; 


— 


8a 


+ 96 


X 


+ 


3a 


— 6 



4a — 36 
46 — 3a 



3a — 


6 — X 




136 - 


- IIa — 


X 


13a- 


- 116 + 


X 


2a — 


h + x 


t 



u. s. w. 



6li a;+3a — 6 4a — 36 

X — 36 + a 46 — 3a 26 — o — x 

L. x = yäF+J\ 

Für den 3. Fall geht (33) über in 

5a— 3a; 4a + 36 

^^XX hat also 4a - 36 "" 5a + 3a; ' 

ßß (5a — 3a;)m + (4a + 36)n 
(4 a — 36)w + (5 a + 3a;)n 

4a + 36 (5a — 3a;)p + (4a — 36) g 

4a — 36 * (4a + 36)i> + (5a + 3x)q 

L. x^ Ya^ +• h\ 

Setzt man für w, w,jp, q bezw. 1) 1, 1, — 1, 1; 2) 1, 2, 1, 2, 

^ erhält man: 

6^ 8a + 6 — a; 4a + 36 3(a; — 6) — a 

3a — 6 + a; 4a -^Sb ' S{x— 6) + a 

6% 13a + 66— 3a; 4a + 3 6 14 a — 36 + 6 a; 

18a — 66"— 3a; ""4a — 36 ' "ila + 36 + 6a; "' ^- ^• 
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Ä 



Vif. ^ = - 



a-f- & 



B 



a — b 



B 



Die Gleichung 67 ist die unter [32e] aufgeführte. 

Für den 4. Fall erhält man zunächst 

13a + 13b + 7a; 2(12a + hh) ^ 

126 + 6a ~ 13a + 186 — Ix ' 

Bildet man hieraus die allgemeine Gleichung von der 

langten Form und setzt in derselben für die willkürlic 

Faktoren m, n, p^ q bezw. 1) 1, — 1, 1, — 1; 2) 1, 1, 1 
3) — 1, 2, — 1, 2, so erhält man: 




69. 



70. 



71. 



Ix — IIa + 36 12a + 66 8a + 6 — 7aj 

" 126 + 5o 

12a + 66 
^ 126 + 5a 

_ 12a + 56 

" 126 + 6a 36 + 2a — 2aj 



7x— 116 + 3a 

87a 4- 236 + Ix 
376 + 23a + 7^ 

6a + 6 — X 
66 + a — X 



Sb + a — \ 


Ix 


18a + 266 


— Ix 


186 + 26o 


— Ix 


3a + 26 — 


2x 

T 



U. S. W — 



L. x = Va^ + bK 
Es sei als Losung 

3) 



gegeben. Man hat als einfachste Quotientengleichung zun».< 

a-\-x 6 



3isi 



und hieraus allgemein 

{a -\- x)m -{• hn 



a — X 



hm + (a — x)n 
bp + {a — x)q 



(a + x)p + bq 

Man findet nach dem ES. 

(np + mq)a + (mp + nq)b — {np — mq)x 



(35) 



2pga + (p« + 2«)6 

2i»na + («»" + ^*)^ 



(np + mq)a + (mp + fig)6 + {np — mq)s; 
Alle konstanten Faktoren ^ welche für die angeg^b^^® 
Losung möglich sind, müssen daher enthalten sein in 

/OiW g»*w« + (m- + ti«)6 

^^^' ^pqa + {p^ + q^b 

Setzt man für tw, n, |>, q bezw. 1) 1, 1, 1, — 1 ; 2) 3, 1, 3,— 1 j 
3) 2, 1, 2, ~ 1, so kommt man von (36) auf die konstante« 

Faktoren : 

t a + b ,^ 3(1 + 56 o 4a + 56 

I. --,- 2. v^-'-^K 3. . ^ ,, u. 8. w. 

« — 6 3a — 56 4a — 66 
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Für den 1. Faktor sind schon oben in 19 — 37 Gleichungen 
in Menge aufgestellt. 

Für den 2. und 3. Faktor erhält man bezw. aus (35) zunächst: 

3a; — 46 3a + 56 



(37) 
(38) 



8a — 56 3a; + 46 

4a; — 36 4a + 56 



4a — 56 4a; + 66 

Lus als einfachste Fälle, wenn man für die einzuführen- 
willkürlichen Faktoren m, n, jp, q bei (37) 1) 1, 1, 1, 1; 
^y 1, 2, 1, - 1, bei (38) 1) 1, 1, 1, 1; 2) 3, 1, 3, — 1 setzt: 

3a; + 8a+6 8a+66 a; + a — 36 



'3'&, 



3a;+ 8a —6 

X + 2a+26 
X — 2a +26 


Sa — 56 

_ 3a + 56 
3a — 66 


a; + a + 36 

a; + 6 + 2a; 
a — 6 — 2a; 


L. a? = Ya^ 

2a;+ 2a + 6 
2a;+ 2a — 6 

8a + o — 6 
3a — a — 6 


4a + 66 
4a — 66 

4a + 66 
"~ 4a — 56 " 


a; + a — 26 
a; + a + 26 

3a — 36 + a; 
3a + 36 — a; 


L. a; = Ya^ 


-6^ 





Die Gleichung 325 ^^t aus (37) abgeleitet. Man hat für die 

^•"-^^^Xzufahrenden willkürlichen Faktoren bezw.— 1, 1, 1, 1 zu setzen. 

Soll die Lösung 



4) a;=l/a« + a6 + 
^^in, so hat man zunächst 

x^ = {a + hf — ah 

a + 6 +a; a 



(39) 



6 a + 6 — X 

^an findet, dafs für diese Lösung alle konstanten Faktoren 
^Xithalten sein müssen in 

{A(V\ ^^^ "^ 2n)a + n{2m + n)6 
^ ^ ~P(i^+^q)a + q{2p + q)b ' 

Statt der Gleichung (39) hätte man aus 4) auch bilden 

tonnen 

a;2 = (a — bf + 3a6 

^ ^ 36 x — a + b 
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Dann kommt man auf den allgemeinen Faktor 

fA9\ ^(^ — 2n)a + »*(2m — Sn)b 

Dieser Quotient schliefst keine anderen Gröfsen in sick, 
als der in (40) angegebene. Setzt man in (42) m-\-2n statt wa., 
jp + 2^ statt Pf so geht (42) in (40) über. Ob wir also aas? 
der durch die Lösung gegebenen Gleichung die QuotientecM. - 
gleichung (39) oder (41) bildeten, machte für die Auffindung 
der für die Lösung möglichen konstanten Faktoren keinfe^i 
Unterschied. Ahnliches gilt für die Bildung der Quotienteiii.- 
gleichungen aus den gegebenen Lösungen im Folgenden. 
Aus der durch die Lösung gegebenen Gleichung 
lassen sich stets zwei verschiedene Quotienten- 
gleichungen ableiten; beide führen jedoch auf die- 
selben konstanten Faktoren. 

Setzt man in (40) für m, n, p und q bezw. 1, 0, 0, 1, so 

kommt man auf den konstanten Faktor ^-r-, fiir welchen schon 

oben in V. eine genügende Anzahl von Beispielen gegeben ist. 
Setzt man weiter 1) 2, 1, 1, 2; 2) 3, 1, 1, 3; 3) — 1, 3, 3, — 1; 
4) 4, 1, 1, 4; 5) — 1, 4, 4, — 1, so kommt man auf die 
konstanten Faktoren: 

86 + 6a 166 + la 66 — Sa 



A 8« + 3^ R 7a — 86 



u. s. w. 



86 + Sa Sa — Ih 

Man hat dann zunächst die betreffenden Quotienten- 

gleichungen zu bilden: 

1 7a + 76 + 3a? 8a + 56 

• 86 + 6a 7a + 76 — 3a; 



2. 



13a+136 + 8aJ 16a + 76 



166 + 7a 13a+136 — 8a; 



r .o\ q 7a + 76 — 8a; 6a — 36 

^^^ 66 — 3a "" Tä + 76 + 8a; 



4. 
5. 



7a + 76 + 5a; 8a + 36 



86 + 8a 7a + 76 — 6a; 

16a;— 13a— 136 _ 7a— 86 
8a — 76 16a;+13a + 186 
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Aus jeder dieser Quotientengleichungen kann man für 
den betreffenden konstanten Faktor beliebig viele Gleichungen 
von der verlangten Form ableiten, indem man die allgemeine 
Gleichung bildet^ wie es oben bei 1) und 2) geschehen ist, 
und in der allgemeinen Gleichung für die willkürlichen 
Grofsen specielle Werte setzt. 

Als einfachste Fälle erhält man aus den angegebenen 
Quotientengleichungen folgende Gleichungen von der ver- 
langten Form: 



76. 



5a + 46 + aj 8a + 6& 3a; + 2a— 6 



56 + 4a — a; 86 + 5« 3a; — 26 + a 



y« 4a; — g + 36 15a + 76 5a + 76 + 2a ; 

• 4a; + 6 — 3a 156 + 7a * "5^+ 7o — 2x 

7ß 3a + 6 — 2a; Öa — 36 5a + 6 — 4a; 

* 36 + a + 2a; 3a — 66 56 + a + 4a; 



79. 



80. 



6a; — a + 46 8a + 36 2a-|-36+a; 

5a; + 6 — 4a 86 + 3a ' ¥6 + 3a —a; 

2a + 76 — 6a; 7a — 86 a + 46 — 3a; 

26 + 7a + 5a; 8a — 76 * 6 + 4a + 3a; 

L. x=- Ya^ + ab + l\ 



Diese Gleichungen sind nicht durch Aufstellung der all- 
gemeinen Gleichung, sondern direkt aus den vorher gebil- 
deten Quotientengleichungen abgeleitet, immer nur durch 
Addition oder Subtraktion nach dem K8. So hat man aus 
1. in (43) 

(7a + 76 + 3a;) + (8a + 56) 5a + 46 + a; 

(86 + 6a) + (7a + 76 — 3a;) "^ 56 + *« — ^ 

^md nach Vorziehung des konstanten Faktors g, T ^ durch 
Subtraktion : 

(7a + 76 + 3a;) — (86 + 5a) _ 3a; -f 2a— 6 

(8a + 66) — (7a + 76 — 3a;) "^ 

•• 

Ahnlich aus 2. in (43) 

(13a + 136 + 8a;) — (16a + 76) __ . , 

(166 + 7a) — (13a + 136 — 8a;) ~ ' ' ' " "' ^' ^* 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 



3a; 




26 + a 


4a; 




a + 36 


4a; 


+ 


6 — 3a 
11 
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Soll die Lösung 



5) x^^ya^+Ual + V 
sein^ so hat man zunächst 

x^ = {a- bf + I6ab 

X '\- a — b 4a 

4& a? — - a + & 

Alle hier möglichen konstanten Faktoren müssen enthalten 
sein in 

Setzt man m = 1 , n = 0, |} = 0, g = 1, so kommt man 

auf y • Dieser Faktor ist in V genügend berücksichtigt. 

Setzt man für m, n, jp, q bezw. 1) 2, — 1, 1, —2; 2) 3, 2, 2, 3; 
3) 3, 1; 1; 3^ so kommt man auf 

^ ba — 2b ^ 6a — b « 16a + & 
^* 66 — 2a ^* 6&— a ^* 15& + a * 

Für diese konstanten Faktoren hat man zunächst ent- 
sprechend die einfachen Quotientengleichungen: 

. Sx + lSa — lSb 4(5a — 2b) 

" '4(5& — 2a) ~ Sx — lSa + lSb 

rAF.\ 9 6a; + H«— 11& 4(6a — &) 

^ ^ ' 4(6^& — a) ~ 6x—lla+nb 



3. 



4a; 4" « — ^ 16a + b 



Ibb + a 4aj — a + ^ 

Hieraus entsprechend als einfachste Fälle: 



81. 



X + IIa — Ib 5a — 26 3a; + 5a + 76 



a; + ll6 — 7a 56 — 2a 3a; + 56 + 7a 

82 ^-i ^— ~-^ 6a— 6 5a; 4- 7a + 136 

a; + 76— 3a 66— "cT * 5^ + 76 + 13a 

ft*^ ^ + ^ ^ 16a -f- ft 2a; + a + 76 

* a; + 46 156 + « * 2a; + 6 + 7a 

L. X =ya' + Uab -fhK 

Die Gleichung 83 ist identisch mit 327. 



vTf A _ « + & c;_ 163 
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Setzt man in 2. bei (45) — a statt a, so giebt das 

lla+ IIb — hx 4(6 a + b ) 

4(6& + a) "" IIa 4" 11& + 5«? 

Hieraus ergiebt sich als einfachster Fall die Gleichung 329: 

la + ^b—x Qa + b 5a; — 7a + ^^^ 

Ib + 3a+ a; 66 +a ' öoj + 76 — 13a 

L. x^^ya!"- Ual + 61 
Soll als Lösung 



6) a;=>^9a2— 14a6 + 9&2 
gegeben sein^ so hat man 

x^ := (3a — Uf + 4a6 

a; + 3a — 86 2a 



26 a;— 3a + 36 

Als allgemeine Formel für den konstanten Faktor erhält 
man hieraus 

(A(K\ *^^^ — 3w)a + ^(3m — n)b 

Setzt man m = 1^ n = Oy p = 0, q = 1, so kommt man 

auf -T- • Setzt man weiter für m, n, p und q bezw. 1) 1, 2, 2, 1 ; 

2) 2, — 1, 1, — 2; 3) 3, — 1, 1, — 3, so erhält man als 
konstante Faktoren: 

^ 6a — 26 o lOa — 76 o 9a — 66 
66 — 2a 106 — 7a 96 — 6a 

Für diese drei konstanten Faktoren kommt man zunächst 
bezw. auf die Quotientengleichungen: 

. 3a? + IIa— 116 _ 2(6a — 26) 

2(56 — 2a) ~" 3a; — IIa + 116 



^ . -V p 3a; -f 19a — 196^ 2 (^aj- 



7 6) 



(106 — 7a) 3a; — 19a + 196 

o 2a? + 9a — 96 9a — 66 

96 — 6a 2a; — 9a + 96 

Hieraus als einfachste Fälle entsprechend: 

11* 
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Es sei als Lösung 

9) x = ±ia — 'b) 
gegeben. Dann hat man: 

a? = {a^ by = (a + hf - Aah 

a -\- h -{- X 2a 

26 a -{- h — X 

Man kommt für den konstanten Faktor auf die allge 
Formel 

P + 2 ap '\- hq 
Da nun m, w, j} und q ganz beliebige Zahlen sein kc 
so ist auch für die angegebene Lösung jeder konstante I 

von der Form ^. , ^ , möglich. Nur darf m 4- n 

j) -{- q nicht = sein, also weder im Zähler noch im N 
a — h stehen. Wir haben daher den Satz: 

Ist die rationale Lösung x = ^(a — 6) im 
aus gegeben, so kann für die Gleichungei 
der hier verlangten Form der konstante Fj 

— — r ganz beliebig sein: nur v = — l 

Vj = — /Ltj sind ausgeschlossen. 
Wir können daher die konstanten Faktoren belieb 
nehmen, z. B. 

. 2a + h ^ Sa + b q 2a + 3& . 6a + 56 
• 26 + a 36 + a 4a + 56 66 + 5« 

Für diese konstanten Faktoren erhält man zunächs 
sprechend die Quotientengleichungen: 

1 3a + 36 4- a; _ 2 (2a + 6 ) 
2(26 + a)~ Sa + 36 — ~S 



(53) 



2. 

3. 



2a 4- 26 + ^ 3a + 6 



36 + a 2a -f 26 — a; 

19a + 266 + 03 5(2a + 36) 

9 (4a + 56)~ 19 a +^66 — x 
. IIa +116 + X _ 2(6a + 56 ) 
• " 2(66 + 5a) IIa + 116 — o; 



Bildet man aus jeder dieser Gleichungen die allge 
Gleichung und setzt für die willkürlichen Faktoren m, 



o 
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lezw. 1) 2, 1, 2, 1-, 2) 2, 1, 2, 1; 3) 1, - 1, 1, 1; 4) 2, 

— 1, 2, — 1, so erhält man entsprechend: 

ba + 4:b + X 2a + b 7a + 116 — a; 

5& + 4a 4-"ä 26 + a * 76 + IIa — x 

la + 66 +2a; 3a + 6 4a + 86 — a; 

76 + 6a + 2aj 86 -f a ' 46 + 8a — -"S 

9a + 116 + X 2a + 8 6 89a + 616 + a? 

17a + 196 + 0; 4a + 56 * STa + 536 — x 

6a + 66 + a; 6a + 66 9a + 136 + a; 

56 + 6a+"ä "" 66 "+~5ä ' 96 + Ua+lc ^' ^* ^' 

L. a; = + (^ ■" ^)- 
Es möge als Lösung 

10) x = + a 

gegeben sein. Dann hat man zunächst 

a; + 6 a + 6 
a — 6 X — 6 

^an. erhält für den konstanten Faktor die allgemeine Formel 

/p^Ä\ fn — n (w + w)a + (m — n)b 
\ ) p-^q ' (p + 2)a+ (p —"^ ' 

Auch für diese rationale Lösung können alle konstanten 

^-l^lioren von der Form — — 4— -r vorkommen, da m + w 

(i^a + v^b ' — 

^^^^^ P i 3^ j®^® 2ahl bedeuten können. Nur darf man nicht 

'^'^^n oder p =^ q setzen. Es kann hier als konstanter 

^' "^iior auch ]_ , vorkommen. Dieser Fall ist jedoch schon 



ol> 



durch die Gleichungen 22 — 25 abgethan. Nehmen wir 



^ konstante Faktoren 

2a + 6 2a — 6 3a + 6 3a — 6 3o + 26 



So 



26 +a' 26— a' 36 + a' 36 — a' 36 + 2a' 

sind zunächst die entsprechenden Quotientengleichungeo 
Ibilden: 

. 6a + 46 + 3a? _ 2(2a + 6) 

4(26 + a) "" 6a + 46— 3a; 

^e-v ^ 3a; + 6a — 4 6 2 (2a — 6) 

^^^^ ^' 4(26 — a)~" — 3ä~:I^S"+46 

Q 6a + 86 + 4a; ^ 3a + 6 

8(86 + a) ""6a + 86— 4a; 



1G8 ^ a + b C 

• Vif = • -5:r 

^^^- B a-b D 



(55) 



. 4a; + 6a — 35 Sa — b 

3(3& — o) ""4a; — 5a + 35 

- 13a +125 + 6a; 4(3a + 25) 

o. ~ 



97. 

98. 

99. 
100. 
101. 



6(35 + 2a) 13a + 125 — 5a; 

Aus diesen ergeben sich leicht die folgenden Gleichungen : 

33? + a + 25 2a + 5 7a + 85 + 3a; 

3a; — a + 45 25 + a ' 13a + 85 — 3a; 

a; + 3o — 25 2a — 5 7a — 85 + 3a; 

i~^3ä+ 45 25 — a ' 13o — 85 — 3a; 

2a + 5 + a; 3a + 5 3a + 35 +2a; 

2ä~+ 35 — X 35 +~ä ' 7a + 35 — 2a; 

4x — g — 5 3a — 5 4a; + 3a + 35 

7a + 35— 8a; 35 — a ' 8a; — o + 35 

6x+ g + 45 _ 3o + 25 21 o + 245 + 6a; 
6a; — a + 65 35 + 2a * 31o +245 —5a; 

L. X =+ a. 



Die Lösungen in 9) und 10) waren rational. Für diese 
Lösungen können alle konstanten Faktoren Yorkommen, welche 
in dem Quotienten 

(56) J!i^i4 

^ ^ P^a + p^b 
enthalten sind. Nur zwei Ausnahmen fanden statt. Für die 
Lösung iT = + (^ — J>) durfte im Zahler oder Nenner des 
konstanten Faktors kein a — b vorkommen, f&r die Losung 
a; = + a nicht a oder b allein. 

Was hier oben für die rationalen Losungen j? = +- (a—l>\ 
und X '= + a nachgewiesen ist, gilt für jede rationale Lo- 
sung von der Form Jr = + (aa + ßb): 

Für jede beliebige rationale Losung 

Jr = ±(aa + ßb) 

lassen sich unendlich viele Gleichungen von 
der hier verlangten Form aufstellen, in wel- 
chen die Koefficienten fi, r, fi^ und v^ des ko x:i" 
stauten Faktors, zwei Fälle ausgenomm ^3 :d, 
keiner Beschränkung unterworfen sind. 
Wir wollen das an einem Beispiele zeigen. Es m^i^g^ 
als rationale Losuuir 

11) j[ = ^^^a — '2h) 
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gegeben sein. Dann hat man: 

rc« = (3a + 26)^ - 24a6 

Ba + 2b -{- X 4a 

66 Ba + 2b — x' 

Hieraus erhält man als allgemeinen Ausdruck für den kon- 
stanten Faktor 

2m + 3w ma + w6 

2p -\- Sg[' pa -{• qb 

Da m, n, p und g beliebige Zahlen sein können, so ist 
damit die Behauptung bewiesen. Nur darf 2m + 3w und 
2p -{- 5q nicht = werden. 

Nehmen wir für die angegebene Lösung zwei Beispiele. 
Es soll der konstante Faktor 

« 

^ a -{• b rt 2a -{• b 

1- a — b ' 2b + a 

werden. Dann hat man die entsprechenden Quotienten- 
gleichungen zu bilden: 

^ X + 2a — Sb a + b 



5(a — b) X — 2a + Sb 

^ 23a + 226 + 3a; 14(2a + 6) 

16(26 + a) 23 a + 226 — Sx' 

Hieraus als einfachste Fälle entsprechend: 

Jos a — 46 + ^ a + ft x + Sa — 46 

7a — 86 — X a — 6 a; + 3a -|- 86 

IQ«^ 3a; — 5a 4- 86 2a -f 6 37a + 506 + 3a; 

• 3a; — 7a + 106 "~ 26 -f a * 55a + 386 — 3a; ^' ®* ^* 

L. r» = + (3a — 26). 

g. Die oben in e. und f. entwickelten Gleichungen ent- 
^^.Iten fast nur konstante Faktoren von ziemlich ansprechender 
^orm. Es ist gesagt, dafs die Gleichungen [18 — 28 J, welche 
^^ 3V behandelt sind, als die ursprünglicheren angesehen 
'Börden müssen. Legt man diese Gleichungen zum Grunde, 
^^^ Gleichungen von der hier verlangten Form zu bilden, 
®^ tommt man bei direkter Behandlung meistens auf kon- 
stante Faktoren von ungeschickter Form. Von der Gleichung 
L-^O] igt das oben bei (21) nachgewiesen. Es ist jedoch nicht 
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ohne Interesse zu untersuchen, wie sich jene Quotienten- 
gleichungen der hier verlangten Form anpassen. 

Die Gleichung [18] führt direkt auf die in 62 — 65 auf- 
gestellten Gleichungen. 

Für die Gleichung [19] hat man 

2x + Ib _ 2a + 5 
2a — b 2a; — 76' 

Hieraus, indem wir hier, wie auch bei den folgenden Bei- 
spielen, immer nur einen der einfachsten Fälle nehmen, 

ini ^4""+'*^ 2a +& aj + a + 36 

X -{- a — 46 2a — b . x •■\- a — 36 



L. 07 = ya^ + 1261 

Die Gleichung [20] ist schon oben bei (21) behandelt. — 
Die Gleichung [21] giebt 

a — b -\- X 66 

6a 6 — a + ^' 

führt also auf den Faktor — oder y • — Die Gleichung [22] 

führt auf denselben Faktor. 
Für die Gleichung [23] 

3a — 26 + 3a; a; — a + 26 t -■/— 7 Tn" 

-a -_-2 6+^ = 3^ --3 a + 26 ' ^- ^ = Wfl^, 

hat man nach dem KS. 

5a — 46 -f 4a; 3a — 46 
3a — 46 ha — 46 — 4a; 

Da der Nenner links und der Zähler rechts einander gleich 
sind, so kommt man auf den konstanten Faktor 1, d. h^ 
wieder auf eine einfache Quotientengleichung, um Beispiele 
für die Lösung zu erhalten, kann man die Gleichung irgend- 
wie durch korr. Add. verändern und die entstandene GleL - 
chung umbilden, wie die andern Quotientengleichungen. Ein^— 
facher bildet man jedoch direkt aus der Lösung: 

Q(? = a{a — 6) 

x^ a_ 

a — 6 X 



VIg. 


Ä a + b C 
B ~~ a — b ' D ' 


allgemein 




mx + an 


a px -\- (a — b)q 


(a — h)m + w^ 


a — b ap -{- qx 
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105. 

L. X =ya(a — 6). 

Setzt man für m, n, jp, q bezw. 1) 1, 1, 1, 1-, 2) 1, 2, 
1, 2, so erhält man: 

X -\- a a X + a — b 



106. 



X -{- a — b a — b x -{- a 



107 X -\- 2a a x -\- 2a — 2b 

2x -{- a — b a — b 2x -^ a 



L. X = ya(a — 6). 
Für die Gleichung [24] 

3a— 25 + 3a? _ x—la + Sb t ^ _ ^/Z2 J^ 

a-^2b + x^ ~ 3a; -5a + 45 ' ^•^— K^^— «^; 
hat man 

8a — 76 + 4a; 12a — 136 

4a — 56 8a — 76 — 4a; 

Bildet man hieraus die entsprecheude allgemeine Gleichung 
und setzt in derselben für m, w, j), q bezw. 1), 1, — 1, 1, 1; 
2) 2, — 1, 2, — 3, so erhält man: 

2a; — 2a + 36 12a — 136 3(a — 6) + a; 



108. 
109. 



2a; — 2a + 6 4a — 56 5(a — 6) — a; 

8a; + 4a — 6 12a - 136 4a; — 36 

8a; + 4a + 6 4a — 56 ' 12a; — bb 



Man vergleiche* die Entwickelungen oben in f. bei 3). 
Der hier vorkommende konstante Faktor ist in dem Ausdruck 
(36) enthalten; man hat hierin nur m = 3, n = — 2, 
i> == 2, g' = — 1 zu setzen. 

Die Gleichung [25] 

5 a - 66 + a; 3a-66+ 3^ L. X = Via -i)(a + 36), 
a + a; a + 6 + a;^ ^^ J\ v Jy 

führt auf 

6 — 2a + 2a; 12a — 136 

6 ~ 2a — 6 + 2i ' 

IIA ^^ — 66 + a; 12a — 136 6 — a + a; 

a + X 6 7a — 76 + a; 

L. x = y(a — h)(a + 3h). 



also auf 
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Die Gleichung [26] 

a + h -X s(a--h + x) r-^ ^, , ,§ 



giebt 



111. 



3a — 6 — 3a; a — 6& + a; ' 

ha — 46 + 4a; Sa , 

3a- 8ft 6a — 4& — 4a;' ^^^^ 

a; 4- 2a — 6 3a 2a; + « + 26 

a; — 2a + 36 86~^~3a ' "2a; — a + 26 

L. rr = }/ä2 _ ^j ^ J2. 
Die Gleichung [27] 

7a + 6-a; _ 3(a - 6 _+a:) a; = Va« + 14a6 + j"^ 

5a + 36 — 3a; a — 176 + a; ' 



giebt 

2a — 6 + a; 3a 



y also 



66 — a 6 — 2a + a; 

119 ic + 6<* — & 3a X ■\- a -\- hh 

*a; — 3a +76 66 — a a; + a + 6 

L. a; = y«« + 14a6 + 61 

Die Gleichung [28] führt auf den konstanten Faktor -^ , 

der schon in V oft genug vorkommt. 

h. Alle bisher in diesem Abschnitt vorgekommenen 

Gleichungen sind rein quadratisch. Es ist daher noch die 

Frage zu erörtern: 

Lassen sich auch vollständige quadratische 
Gleichungen auf die hier behandelte Form 
bringen, und welche Beziehung haben die 
konstanten Faktoren zu den Wurzeln der Glei- 
chung? 
Oben in Vm. ist gezeigt worden, dafs jede vollständige 

quadratische Gleichung, deren Wurzeln a und 6 sind, anf 

die in V behandelte Form gebracht werden kann, wo also 

der konstante Faktor -^ ist. Da nun ganz allgemein aa + ^^ 

statt a, a^a + /^i^ statt 6 gesetzt werden kann, so folg^i 

daraus: 

Wie auch die Wurzeln einer vollständigen 
(quadratischen Gleichung sein mögen, maß 
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kaun dieselbe stets auf die hier behandelte 
Form bringen. Der Zähler des konstanten 
Faktors wird gleich der einen Wurzel, der 
Nenner gleich der andern Wurzel. 
Sollen z. B. die Wurzeln der Gleichung l)a4-&; ö^ — 6; 
2)2a + 6, 26 + a5 3) 3a- 6, 36 — a; 4)3a + 26, 36 + 2a 
sein, so hat man nur in einer der in Vm. aufgestellten Glei- 
chungen diese Wurzeln bezw. statt a und h zu setzen. So 
erhält man aus der Gleichung 100 in V 

die folgenden: 

m^a -^-h — X a + 6 a — ft + ^r iim 
• o — —i. = — ^T • — nH — [s- 119] 

3a — o — X a — o a -{- b -f- x ^ -• 

L. X = a -}- bj a — 6. 

111 ba + ^b — X _ 2a + b a + 2b + x r -|pnn 
• 6b + 4:a — x~2b + a'b + 2a + x 1». J-^v/j 



115. 



116. 



L. X = 2a -}- b, 2b -{- a, 

5a + & — X Sa — b x — a+36 
66 + ^ — ^ 3^ — ^ X — b ■■{- Sa 

L. a? = 3a — 6, 36 — a. 

8a+76— rc 3a + 26 2a + 3& + a; 



8& + 7a— a; 36 + 2a 26 + 3a + a; 

L. x = 3a + 26, 36 + 2a. 

Man kann sich diese Gleichungen jedoch auch sehr leicht 
(lirekt bilden. 

Für den ersten Fall hat man zunächst die Gleichung 

a:« — 2a^ + a^ — 62 = 0, d. h. . 

2a — a; a + 6 
a — 6 X 

Öaher allgemein 

(2a — x)m + (a + b)n a + 6 (2 a — x) p + (a — b)q 

(a — b)m -\- nx a — b (a + b)p + qx 

L. X => a -{-bj a — b. 

Setzt man hierin für m, n, p, q bezw. 1, 1, 1, 1, so 
kommt man auf 112. Setzt man weiter 1) 2, 1, 2, 1; 2) 1, 
2, 1, 2; 3) — 1, 2, — 1, 2, so giebt das: 
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5a — 6 — 2x a - b 2a + 26 + •'^ 



118. 
119. 



4a + 2& — a; a -\- b a — 6+ 2a; 

4a— 2&--a; a — b a -{- b -{- 2x 

X -\- 2b a -{- b 2x — a -\- b 

X — 26 a — b 2x — a — b 

L. X = a -\- bj a — 6. 
Für den zweiten Fall hat man zunächst 
x^ — 3(a + b)x + (2a + h)(2h + a) = 

^a + Sb — X 2a + 6 

— ^Tj— 1 == ' — u. s. w. 

26 + a X 

um für eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln a 
und b sind, die möglichen konstanten Faktoren zu bestimmen; 
falls sie auf die hier verlangte Form gebracht werden soll, 
hat man: 

^^ — (ö^ + V)x + ab = 
a -}- 6 — X a 



(57) 



6 X 

(a -{- b — x)m + bn am + **^ 



(a + & — ^)jP '\- bq ap -{- qx 

Nach dem oben in f. gezeigten und vielfach angewen- 
deten Verfahren erhält man aus (57) als allgemeinen Aus- 
druck für die hier möglichen konstanten Faktoren 

/p'QS m -\' n am + bn 

P '\~ 9. ap -i-bq 

Dieser Ausdruck ist von dem in (52) entwickelten nicht 

verschieden. Die Wurzeln der Gleichung sind hier a und 6. 

Sollen dieselben statt dessen bezw. aa + ßb und aj^a + A^ 

sein, so wird der allgemeine Ausdruck für den konstanten 

Faktor 

m -{- n am^ + &^i 

P + a ' ciPi + Hi^ 

wo m^, 'f^if Pi und q^ ganz beliebige Zahlen sind. Wir haben 

daher den Satz: 

Jede vollständige quadratische Gleichung mit 
beliebigen rationalen Wurzeln aa -{- ßb und 
a^a + ß^b läfst sich auf die hier verlangte 
Form bringen, wo der konstante Faktor alle 



Vlh. 
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B o + S * D' 



Werte haben kann, welche in dem Quotienten 
(56) enthalten sind. Nur zwei Fälle sind ausge- 
nommen; es darf nicht m + n oderp + 2 = werden. 
Wir wollen im Folgenden einige Beispiele durchführen. 
5 Wurzeln der aufzustellenden Gleichungen sollen gegeben 
X. Die konstanten Faktoren werden beliebig angenommen., 
sollen die zugehörigen Gleichungen aufgestellt werdeti. 
Die Wurzeln der aufzustellenden Gleichungen seien 

1) x^ = a, X2 = 6. 

txn. mögen als konstante Faktoren angenommen werden: 

. 2a + & f^ 2a — & « 3a + h . 3 a — & 
^' 26+ a ^* 25 - a W~+a ' 36"=^* 

n kommt zunächst auf die entsprechenden Quotienten- 

ichungen: 

a -\- h -\- X 2a + & 



(59) 



1. 
2. 
3. 



2& + a 

2a + 25 — 3a? 
26 — a 

3a + 36 — 2a; 
36 + a 



. 3a + 36 — 4a; _ 

36 — a ^ 4tX — a — 6 



2a + 26 — a; 


2a — 6 


3a; — a — 6 


3a + 6 


a + 6 + 2a; 


3a — 6 



Man entwickelt am besten aus der Gleichung, welche 
gegebenen Wurzeln hat, d. h. aus 

x^ - {a + V)x + ah = 

' allgemeine Quotientengleichung. Man hat, wie oben, 

a + 6 — X a 

6 X 

(a + 6 — x)m + hn am + nx 
(a + 6 — x)p + ^2 ap '\- qx 

eraus ergiebt sich, indem man nach dem KS. a? erstens 
s dem Nenner, zweitens aus dem Zähler fortschafft, die 
gemeine Quotientengleichung 

*^(P + 9')öt + 2(w + w)6 + {np — mq) x 
/ßO) (JP + 2) (ap + &2) 

(m + n) (am + 6n) 



jp(m + w)a + w(i> + a)^ + (»»3 — wi>)a; 
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Der konstante Faktor ist daher allgemein 

((KW w + « am '\' hn 
P + 2 ap -\-hgi 

Um die oben angegebenen konstanten Faktoren zu er- 
halten, hat man daher für m^ n, p und q bezw. zu setzen 
1) 2, 1, 1, 2; 2) 2, - 1, - 1, 2; 3) 3, 1, 1, 3; 4) 3,-1, 
— 1, 3. Dann giebt die Gleichung (60) die Gleichungen in 
(59). Aus den Gleichungen in (59) erhält man dann die 
entsprechenden einfachen Fälle: 



3a + 2 & + ^ 2a + 6 3a +^ 45 — a? 

3& + 2ä~+~ic 26 4^ ' ääT+Tä— 5 



191 4a + 6 — 3a; 2a — & 3a; — 2a + & r 07-1 

*'^*- iV+~ä^Yx ~ 26 — a ' 3a; - 26 + a l^' ^'sJ 



122. 



3a_+ 26 —^5 3a+& a + 26 + a; 

36~4- 2a — a; 36 + « ' 6 + 2a^ x 



trto 3a + 6 — 2a? 3a — 6 2a; — a + & 

^' 36"-^ — '2x~ Bb^~h ' 2^+ä"^~6 

h. X = a, b. 

Die Wurzeln der Gleichungen seien 

2) Xi = a -\- b, X2 = a — b. 

Die konstanten Faktoren sollen die oben angegebenen sein. 

Um hier zu den betreflFenden Gleichungen zu gelangen, 
kann man auch andere Wege einschlagen, als es bei 1) ge- 
schehen ist. 

Für den ersten Fall mufs man zunächst eine Quo- 
tientengleichung von der Form bilden 

rßO^ aa_+_p6^+jf^ ^ ft(2a + 6) 

^^ 26 "+a «la + ftö+yiic* 

Diese Gleichung mufs mit der Gleichung, welche sich direkt 
aus den Wurzeln ergiebt, d. h. mit 

x^ — 2ax + a^ — h'==0 
identisch werden. Man findet, wenn man y = y^ = 1 setzt, 

/A = — I , und 
«= i, /*= I; «i = — i; A = -|oder 
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Das giebt 

a + 5& + 3a; 8(2a + 6) 



2h + a 7a + 6b — Sx 

Die andern Werte von a, /3, a^ und ß^ geben dieselbe Glei- 
chung, nur mit Vertauschung des Zählers links und des 
Nenners rechts. 

Man kann aber auch so schliefsen. Die Gleichung (62) 
muTs erfüllt werden durch x = a -{- h und durch x = a — 6. 
In dem einen Fall müssen Zähler und Zähler, wie Nenner 
und Nenner proportional sein; im andern Fall jeder Zähler 
mit seinem Nenner, da ein dritter Fall nicht denkbar ist. 

Ist der Proportionalitätsfaktor im ersten Fall u^ im 
zweiten Fall Vy so müssen die Gleichungen richtig sein: 

(a + y)a + (ß + y)6 = (2a + h)u 

(« + y)« + (ß — ?)i = (2& + o)v 
Mithin auch: 

lß-\-y = u J \_ß-y = 2v}. 

Aus dieseh Gleichungen sind u und v zu eliminiren. Man erhält 

a — 2ß — y = 

2a — /3 + 3y = 

i h. a == 7, /J = 5, y = — 3. Man findet ähnlich a^ = 1, 

ßi = 5, y^ = 3. Dann wird ft == 8 u. s. w. 

Die beiden hier angegebenen Wege sind jedoch sehr 

umständlich. Der oben bei 1) angegebene allgemeine Weg 

ist der einfachste. Man hat aus (62i): 

2a — X a + 6 

a — b X 

(2a — x)m -\- (a — b)n (a + b)ni + nx 



{2a — x)p + (a — b)q (a + b)p + qx 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich nach dem schon vielfach 
angewendeten Verfahren die gesuchte allgemeine Quotienten- 
gleichung 

{mp + 2mq + nq)a + (mp — nq)b — {mq — np)x 

(P + 2) ((2 + JP)a + {P — Q)b) 
(63) (m + n) ((w + n)a + (w — n)b) 

{mp + 2np + ^3)öt + {fnp — nq)b + (»wg — np)x 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 12 



^^^' B a — bD 

Der konstante Faktor mufs daher allgemein werden 

m -{- n (w + n)a + (m — n)b 

P + a' (JP + 3)a + {p — i)^ ' 

Sollen hieraus die oben angegebenen vier konstanten 

toren hervorgehen, so mufs man für m, n, p, q bezw. setz^ 

1) 3, 1, 3, - 1; 2) 1, 3, 1, - 3; 3) 2, 1, 2, - 1; 4) ] 

2, 1, — 2. Dann erhält man aus (63) entsprechend: 

. a + 6h + Sx _ 4(2a + h) 
' 2(a + 2b) ~ la + bb — Sx 



(64) 



2. 
3. 
4. 



Sx— 7a + 6b 4(2a — &) 



2(2& — a) sx + a — 6b 

4a; — q-f-5& 3(3a -f- 6) 

a + Sb 7a + bb — ix 

4a;— 7a + 55 3(3a — &) 



35 — a 4a; — a — 55 

Die 2. Gleichung folgt aus der ersten, wenn man — 
statt b setzt; ebenso die 4. aus der 3. 

Als einfachste Fälle erhält man aus den Gleichungen:^ 
(64) entsprechend: 

3a + 35 + a; 2a + 5 6a + 135 + 3a; 



124. 



125. 



126. 



127. 



3a + 35--a; 25 + a IIa + 75 — 3a; 

«ea; + a + 5 2a — 5 3a; — IIa + 135 

3a; — a — 5 25 — a * 3a; + 5a — 75 

2a + 25 + a; 3a + 5 a + 75 + 2 a; 

2a + 25»— X 35 + a ' 5a + 35— 25 

2a; + a + 5 3a — 5 2a; — 5a + 75 



2a; — a — 5 35 — a 2x -\- a — 35 

h, X = a -}- bj a — b. 

Die Wurzeln der Gleichungen sollen 

3) a^i = 2a — 6, iTg == 26 — a 

sein. Als konstante Faktoren mögen angenommen werden s= 

a a + 5 2a — 5 2a + 5 3a + 5 
y» a — b ^ 25 — a' 25+ä' 35 + a' 

Nach dem oben angewendeten Verfahren ist zunächst 
die Gleichung aufzustellen, welche die gegebenen Wurzeln 
hat, und aus dieser die allgemeine Quotientengleichung zu 
entwickeln. Man hat 



rr« — (a + h)x + (2a — 6) (26 - a) = 

a + 6 — a? 2a — & 

25 — a X 

{a -\- h — x)m + (26 — a)n (2a — h)m + wa; 
(a + 6 — aj)j) + (26 — a)g (2a — 6)|) + 9.^ 

Hieraus nach dem bekannten Verfahren 

(2mp — wg + wig)a + (2ng' — w^? + wg)6 + (np — »13)0; 
,gg. (P + 3)((2p — g)a + (2g - jp)6) 

^ '^ (w + w) ((2m — n)a + (2n — w)6) 

(2mp — wg + wp) a -f- (2 wg — wj? + np) b -{- {mq — np) x 

Der allgemeine Ausdruck für den konstanten Faktor 
wird daher 

/r*n\ m -{• n (2w — n)a -\- (2n — m)b 
^ ^ V+l[ ' (2p-g)a + (2(Z-p)6" • 

Soll hieraus der oben angegebene 2. konstante Faktor 
entstehen, so mufs man setzen 2p — 2=1> — ^q, d. h. 
|) + g = 0. Das ist wegen des voranstehenden Faktors 
nicht zulässig. Bei den angegebenen Wurzeln kann daher 

, nicht als konstanter Faktor vorkommen. Dies gilt 

auch für die in 1) angegebenen Wurzeln. 

Um die andern vier oben angenommenen konstanten 
Paktoren zu erhalten, hat man in (66) für m, n, p, q bezw. 
zu setzen: 1) 2, 1, 1, 2; 2) 1, 0, 0, I5 3) 5, 4, 4, 5; 4) 7, 
5, 5, 7. Dann geht (65) entsprechend über in: 

2a + 26 — rc Sa 



(67) 



1. 



2. 



3. 



4; 



36 a 4- 6 + ^ 

a -\- b — X 2a — 6 

26 — a X 

5a + 56 — a; 3(2a + 6) 



3(26 + a) 4a + 46 + a; 

la + lb —2x 3(3a + 6) 



3(36 + a) 5a + 56+ 2a; 

Hieraus als einfachste Fälle entsprechend: 

Igo 5a + 26 — X a a + 46 + rc 

66 + 2a — X 6 6 + 4a + 3? 



129. 



a; — 5a + 6 2a — b 2a; — a + 26 

a; — 56 + a 26 — a ' 2a; — 6 + 2a 

12' 
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130. 



131. 



lla + 86— jp 2a + 1 la + 10& + o; 

116 + 8o —"5 26 + a * 7 6~+ 10a +~i 

8a + 56 — ic Sa + 6 4a + 76 + ^ 
86~+ 6« — ~S "^ 36 + a ' 46 -|- 7a + a; 

L. ic = 2a — hy 26 — a. 



™- (4)*-l 

qq / 5a — 36 + gy 7a — 96 + 3a; 

\^66 — Sa-f"^/ ~ 76 —"9a + 30? 

h. x = y9a« — 14a6 + W, 

oo / a+ 66 + a; y _ a + 176 + a; 
^* V^ + öa + rcj ~"6 + 17a + a; 



SSg. 



L. rr = Va« + 34a6 + fcX 

/ 7a — 6 + gy _ 17a + 6 — 
\lh -- a + x) ~ 176 + a — 

L. r» = ya^ + 34a6 + 61 



qq / ^a? + 3a + 6 y _ 6a; + 9a + 6 
**»• i^4a;+36 + aj ~ 6a; + 96 + a 

L. a; = yäh. 

^rt /^_+_a_+_26y _ 2a; + 3a+ 7 6* 
**4- \^a; + a + 6J ~ 2a; + 8a + 26 



33^, 



L. rc=VV + 3ä6+6l 

'13a — 36 + a;\2 _ 41a + 96 — 3a; 

3a; 



/ 13a — 36 + a;y _ 41a + 96 
\^136 — 3a + S/ 416 + 9a 

L. a; = |/9a« + 82a6 + 96». 



a. Die allgemeine Form der vorstehenden Gleichungen ist 

• a)(4)'=*- 

Der eigentliche Schlüssel für die Aufstellung dieser 
Gleichungen liegt in den symmetrischen Gleichungen des 
4. Grades. Fast aus jeder symmetrischen Gleichung des 
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4. Grades kann man beliebig viele Gleichungen von der oben 
stehenden Form ableiten. Es ist nur die einfache Darstellung 
von t^, welche aus einer symmetrischen Gleichung des 4. Grades 
abgeleitet ist, gleich einer beliebigen andern Darstellung von 
ty und X statt r zu setzen. Erhebt man dann zur 4. Potenz, 
8o mufs die Gleichung die verlangte Form haben. Nur ein 
Umstand ist dabei zu beachten; man mufs die zweite Dar- 
stellung von t so wählen, dafs sich schliefslich oc^ forthebt; 
sonst wird die Gleichung kubisch anstatt quadratisch. 

In der angedeuteten Weise ergeben sich aus den Dar- 
stellungen von t in I. bei (7), (11), (38) und (43) bezw. die 
Grleichungen: 

y6a — 2& -f Bx) 5a — 126 + 13a; 



2 / a + 2& -f x \^. ^ bx — 3a + 46 
[a — 2h + x) "^ 5a; — 3a — 46 

B / « + 96 + g y 6a + 496 + a ; 

*ya-}-6 + ^/ ba -{- h -\- X 

L. x = Ya^ + lOab + h\ 

A / g -f 26 + x y 5 a + 46 — 3 a; 

* \^a— 26 + a;y 5a — 46 — 3^ 

L. x = Ya^ — h\ 

In derselben Weise ergiebt sich 33 aus der 4. und 
11. Darstellung von t bei (8) in V. Eine zweite Gleichung 
dieser Form ergiebt sich aus der 7. und 13. Darstellung, 
nämlich 

'3a — 6 + A* 9a — 76 -f 3a; 



g. / 3a ^b + x y 9a — 76 -f3a; 

\Bb — a + x) ""96 — 7a + 3a; 



L. x = ]/9a2 - 14a6 + 96^ 

Die Gleichung 33^ ergiebt sich aus der 7. und 13. Dar- 
stellung von t in V. bei (6); die Gleichung 332 ^^^ ^®^ ^• 
und 11. Darstellung, welche dort angegeben sind. 

Die Gleichung 335 ergiebt sich aus der 3. und 11. Dar- 
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Stellung von t in V. bei (17). Aus der 8. und 13. Darstellung 

würde man erhalten 

^ / 8a + 76 + a; y ^ 9a + 416 + ^^ 

So lassen sich aus jeder symmetrischen Gleichung des 
4. Grades mit Hülfe der Darstellungen von t direkt stets 
zwei quadratische Gleichungen von der hier behandelten 
Form ableiten, wenn sich überhaupt eine solche direkt ab- 
leiten läfst. Indirekt lassen sich überhaupt stets beliebig 
viele aus den Darstellungen von t ableiten. 

Entwickelt man, um auch die Gleichungen SSg und 384 
auf dem oben angegebenen Wege abzuleiten, aus der sym- 
metrischen Gleichung des 4. Grades 

die Darstellungen von t, so erhält man: 



V r4-36 r 3r4- a r 36 + a4-4r r a — 



— 6 — 2r 



+ 36 r 3r+a r 36 + a + 4r r a — 36 + 2r 

p. -■/ 36^3a+Tr ^ -1 / 9a^^6~ ~ - -|/ 9a + 6 + 6r 
^* r 96 - a ^•K8a-36 + 8r '• K 96 + a + 6r 

r == ]/a6! 

Setzt man die 3. und 7. Darstellung einander gleich und x 

statt r, so erhält man die Gleichung 383. 

Aus der symmetrischen Gleichung des 4. Grades 

,oN (a;^ — IQjgy + y^) {x — yy ^ a^ 
^ >' 8x3/ (rc« + 3/^) 6 

erhält man als Darstellungen von t: 

V a rr + 6 ra + 6 + r 

A 1 A + 46 — r K 1 /3a + 76 + 2r 
^' r 6 — a + r ^' K 3a + 26 + 2r 

r = ]/a2 + 3a6+6l 

Aus der 3. und 5. Darstellung ergiebt sich die Glei- 
chung 334. 



viib. '"• - ^^^ 



/Ay _ C_ 

[b) - D 



Wollte man die Darstellungen von t bei (3) in I. zur 
Aufstellung von Gleichungen der hier verlangten Form be- 
nutzen; so würde man sich vergeblich bemühen. Man würde 
nämlich; wenn man irgend eine Darstellung von t^ die durch 
eine Quadratwurzel ausgedrückt ist, gleich der letzten Dar- 
stellung setzte, eine Gleichung folgender Art erhalten: 
/ aa + ^h + yx y _ 3(5a -f l + x) 

Hier kann sich a? nie fortheben; denn es niüfs^e 

y2 3 



y.' 



sein, was nicht möglich ist, wenn, wie hier überall voraus- 
gesetzt ist, die Koefficienten rational sind. — Ahnliches gilt 
von den Darstellungen bei (5) und (6)" in I. 

b. Die Frage, welche uns hier weiter entgegentritt, ist: 
Wie stellt man Gleichungen von der hier ver- 
langten Form direkt auf? 
Femer: 

Lassen sich für eine gegebene Lösung solche 
Gleichungen in beliebiger Anzahl aufstellen? 
Aus jeder Gleichung von der in I. behandelten Form 
läfst sich eine Gleichung von der hier verlangten Form ent- 
weder direkt hinschreiben oder nach den dort angegebenen 
Transformationen leicht ableiten. Da nun in L nachgewiesen 
ist, dafs sich für jede Lösung, für welche eine Gleichung 
von der dort behandelten Form möglich ist, auch beliebig 
viele von derselben Form aufstellen lassen, so kann man auch 
für jede solche Lösung beliebig viele Gleichungen von der 
hier verlangten Form aufstellen. 

Die Gleichung 10, welche in I. zu Anfang steht, heifst 
als Quotientengleichung geschrieben 

^ < Sa-^-Sh-^-x 96 — 7a + 3Ä; ' '^ ' 

Setzen wir den Wert dieser Quotienten = X, so haben wir 
nach d'em KS. durch Addition und Subtraktion auch: 
xKx -v- 3a — 6-fa; /ß\ v Sa — 6h -j- x 
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Bildet man nun X^, indem man einerseits die Quotienten in 
(5) und (6) quadrirt, andrerseits die Quotienten in (4) mit 
einander multiplicirt^ so erhält man durch Gleichsetzung die 
beiden folgenden Gleichungen: 

„ / Ba — b + x V 9a — 7b + Sx 

• \Sb — a + x) 96 — 7a + 3a; 

ß /'6a-6b+xY 9a - 76 + 3a; r i qqt 
»• \sb-6a + x) = 96 -7a + 30; L^»^- ^^J 

L. ä; = yöä^'- Uab + db\ 

Die Gleichungen sind beide quadratisch, da x^ sich fort- 
heben mufs. 

Die Bildung solcher Gleichungen aus den in I. vorkom- 
menden Gleichungen .ist dann stets sehr einfach, wenn die 
Koefficienten von x in den links stehenden Faktoren einander 
gleich sind, wie hier in 9a — 76 + 3x und 96 — 7a + 3a;, 
nämlich 3 = 3. 

In derselben Weise bildet man aus [11] die Quotienten- 
gleichung 

17a + 6 + a; 3a + 36 + 3a; 

3a + 36 + 3a; 176 + a + a; ' 

hieraus zunächst nach dem ES. die beiden gleichwertigen 
Quotienten 

5a + 6 + aj 7a — 6 — x 

56 + a + a; a — 76+a;' 

und hat daher: 
9. (^m:^Y = ^li-'-i^ [s. 33,] 

\ö6 + a + a;/ 176 + a + a; •- ^-' 

10 / ^ — 7a + 6 \2 _ 17a + 6 + a; 
"• \a;-76 + a/ ~ 176 + a + a; 

L. x = Ya^ -+ 34a6 + b\ 

Ebenso bildet man aus den Gleichungen 27 und 29 in I. 
die Quotientengleichungen: 

41a — 76 + 19a; _ 19a + 196 + 17a; 
19a + 196 + 17a; 416 — 7a + 19a; 

17a — 316 + IIa; IIa + 116 — 7a; 



IIa + 116 — 7a; 176 — 31a + IIa; ' 
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und erhält aus diesen nach demselben Verfahren: 

II / ba + b +Sx y _ 41a -~ 76 + 19a; 
• \6& + a -i-Sa;/ 41 ö — 7a -j- 19^ 

*"*• \116— 18a + a;/ 

|o / 7a — 66+g \2^ 17a - 316 + I Ia; 
\76 — öa-i-ic/ 176 — 31a + llic 

I j^ /_a_— 7M-_3ä \2 _ 17a •- 31 6 + IIa ; 
\6 — 7a + 3a?/ "~ 176 — 31a + Ha; 



41a — 76 + 19a; 
+ x/ 416 — 7a + 19a; 



L. a; = y9a2~ 14a6 + 96^ 

In derselben Weise lassen sich auch die Gleichungen 32 
und 34 in I. benutzen. Aus 32 erhält man auf demselben 
Wege: 

Ig /7a + 116 + 3a; \»_ 33a + 816 + 17a; 
\7ö + IIa + 3a;/ ~ 336 + 81« + 17a; 

Ig /9a — 166 + ^ Y ^ 33a + 816 + 17a; 
\96 — löa-i- «/ 336 + 81a + 17a; 

L. x^ya^ + 34ah + b\ 

Sind jedoch die Koefficienten von x in den links stehen- 
den Faktoren der in I. entwickelten Gleichungen nicht einander 
gleich, so kann man eine solche Gleichung nicht direkt für 
den hier vorliegenden Zweck gebrauchen, man mufc sie erst 
transformieren; sonst werden die auf dem oben angegebenen 
Wege gebildeten Gleichungen kubisch. 

Die Gleichung [8] heifst als- Quotientengleichung, wenn 
man den Nenner links und den Zähler rechts gleich macht, 

,-v 6a + ^ + aJ 3a + 36 + 3^ 

^^ Sa + Sb+~Sx °^ 3a + 156 -fSx ' 

Nach dem angewendeten Verfahren erhält man 

/2a + 6 + a; \8_ 3(6a + 6 + a;) 
\a + 36 + a;/ "^ 4(66 4-« + ^) 

Die Gleichung ist kubisch; x^ hebt sich nicht fort. Die 
Wurzeln sind: 

a; = a — 7&, j/a^ + lOab + b\ 

Die erste Wurzel ist hier hinzugekommen. 
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Die Gleichung (7) hat die Form 

auf welche sich alle in I. vorkommenden Gleichungen bringer-r:^ 
lassen. Nach der Formel I in Id. kann man die Gleichung (8 
auch so schreiben 

Aim'A + 2mnB + n^C) = (mA + nB)\ 

und daher auch 

WO m, n, p und q, wie hier überall, willkürliche Gröfsen sin. 



Dividirt man die Gleichungen durch einander, so erhält m£ 

mit Vertauschung der Seiten 

,Qv ( mA+nB y _ m*Ä + 2mnB + n*G 
W [pÄ + qB/ ~ p^A + 2pqB + q^C ' 

d. h. die Gleichung (8), welche die Form der in I. vo 
kommenden Gleichungen hat, ist in die Gleichung (' 
d. h. in eine Gleichung von der hier verlangten Fo: 
transformirt. 

Um diese Transformation anzuwenden auf die Gleichii-:Ä:=Ä-g 
(7), so mufs für diese sein: 

A = 5a -\-b -\- X 

• (10) B^3a + 3b + 3x 

C=3a+ 156 + 3a;. 

Diese Werte sind in (9) einzusetzen. Soll dann schliefslicbi. -^^ 
fortfallen, so mufs sein 

Soll sich nämlich die höchste Potenz von x fortheben, ^^ 
mu,fs a? = cx) der Gleichung genügen. Dann hat man a*t^ ^^ 
in (9) aus (10) für A nur x, für B und C nur 3x zu set^^^- 
Dann erhält man aus (9) die Gleichung (11). 

Aus (11) hat man nach dem KS. durch Subtraktion. 

\p + Sq/ q^ ' 

/i9\ m + 3w , n 

(12) T+3ä"=±7* 
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Hier ist nur das untere Zeichen zu gebrauchen. Das 

obere Zeichen führt auf 

m n 

~P ~ Y' 

Substituirt man dies in (9), setzt also m = jpA, n = qX, so 

wird die Gleichung (9) identisch. 

Die Gleichung 

w + 3n n 

p + ^a a 

enthält 4 Unbekannte^ kann also in unendlich vielfacher 
Weise leicht erfüllt werden. Am einfachsten setzt man zu- 
nächst g = n. Dann hat man 

m +i> + 6n = 0. 

Dieser Gleichung wird genügt, indem man für n, m, p bezw. 

setzt 1) ~ 1, 5, 1; 2) — 1, 4, 2; 3) — 2, 7, 5; 4) - 2, 9,3 u. s.w. 

Dann erhält man aus (9) mit Benutzung von (10), da j = w 

ist, folgende Gleichungen: 

l„ /lla + ft + Ä;\* 49a + 56 — o; 

'\ a — b — X / a + 6& — x 

Ift / 17q + b + x y ^^ 59a + 76 — 6a; 
• \ 7a — ö — a; / Ha + 7& — bx 

^Q / 29a + b + x y _ 178a + 256 — 23a? 
\19a — b — x) ~ 77a + 25ö — 23aj 

2^ / ISa + b + x y _ 103a + 11& — ^x 
\ 3a — b — X ) ~ 7a + llft — 6a; 

L. X'^Ya^ + lOah + bK 

Statt der Transformationsformel I in Id. hätte man auch 
die Formel III benutzen können. Diese heifst, als Quotienten- 
gleichung geschrieben, 

^ ^ mpÄ + {np+mq)B + nqG p^Ä + 2pqB + q^C 

Hier können die Gröfsen A^ B, C den in (10) angegebenen 
Wert haben. Um aus dieser Gleichung leicht eine Gleichung 
von der hier verlangten Form ableiten zu können, müssen 
nach dem Obigen die Koefficienten links im Zähler und rechts 
im Nenner einander gleich sein. Dann mufs sein 

m^ + 6 wn + 3n» =p^ + 6pq + 3gl 



188 yjji, 



■m-i 



Setzt man hier, wie oben, J = w, so erhält man nach 
Ausscheidung des Faktors m — p, wie oben, 

m + 2^ + 6w = 0. 

Wählt man jedoch hier die oben angegebenen Werte für 
m, n, p und q und setzt diese mit Benutzung von (10) in 
(13) ein, so erhält man nicht gerade die Gleichungen 17 — 20. 
Die Formeln (9) und (13) können für dieselben Werte der 
willkürlichen Gröfsen verschiedene Gleichungen liefern. Setzt 
man z. B. m = 5, n = — 1^ jp = 1^ gf = — 1^ wie es oben 
im ersten Fall geschehen ist, so entsteht aus (13) mit Be- 
nutzung von (10) zunächst 

49a -^ bb — X 5a -j- & — bx 

6a + 6 — 6x a -\- bb — x 

Hieraus nach dem ES. durch Addition und Subtraktion die 
gleichwertigen Quotienten: 

^x 9a + & — X ^v lla4-& + ^ 
1) a + b-x ^) - a-b^x ' 

Daher: 

21 / 9a + & — a; \g _ 49a -f bb -- x 
\ a + b — X / a -^ bb — X 

22 l—-:^ &+ x y _ 49a + bb — X 
\a — b — X / a + ö6 — x 

L. x^ya^ + lOab + b^. 

Die Gleichung 22 ist identisch mit der Gleichung 17. 

Es möge, um noch an einem zweiten Beispiel das Ver- 
fahren durchzuführen, die Gleichung [9] gegeben sein. Sie 
heifst, als Quotientengleichung geschrieben, 

ba + b + Sx 2a + 46 + 2a; 



(14) 



2a -j- 46 + 2a; a + 66 + » 

L. x = y{a—b){a-\-Ub). 



Nach (8) ist daher hier: 

A = 6a + h + Sx 
(15) B = 2a-\-4b-\-2x 
C = a -\- ob -\- X. 
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Will man die Gleichung (13) benutzen, so wird man hier, 
damit die oben angegebene Bedingung erfüllt wird, zu setzen 
haben 

3m* + 4mw + n^ = 3^* + ^Pi + 2*- 

Nimmt man auch hier j «= n, so erhält man nach Aus- 
sclieidung des Faktors m — p 

3m + 3i) + 4w = 0. 

Ma.ri kann daher setzen 1) w = g = — 3, m == 5, jp = — 1; 
2) 99 = 9 = — 3, m==7,^= — 3. Dann liefert die Glei- 
cHiaxig (13) mit Benutzung von (15) als Transformationen 
(14): 



87a — 256 + 12ä 20a + 46 + 15a; 



(16) 



20a + 46 + 15a; 13a + 356 + 12a; 

85a — 376 + 36a; 60a + 12 6 + 39a; 



60a + 126 + 39a; 45a + 636 + 36a; 

Aus jeder dieser beiden Quotientengleichungen findet man 
dem KS. durch Addition und Subtraktion eine neue 
^^otientengleichung, deren Quotienten denen der ursprüng- 
*^^lien Gleichung gleich sind. Mit Benutzung dieser erhalten 
aus den Gleichungen in (16) nach dem schon mehrmals 
gewendeten Verfahren die vier folgenden Gleichungen: 

2 ^ /19a — 76 + 9a; \2 37a — 256 + 12a; 

* \lla+ 136 + 9a;/ 13a + 356 + 12a; 

/3a; — 17a + 29 6 ^ 37a — 256 + 12a; 

* \3a; + 7a — 316/ 13a + 356 + 12a; 

^ / 29a — 66 + 15a; \2 ^ 85a — 376 + 36a; 

* \ 7a + 66 + 6« / 5a + 76 + 4a; 

/ 3a; — 26a + 496 \2 85a — 376 + 36a; 

*\a; + 5a — 176/ 5a + 76 + 4a; 

L. a; = ]/(a- &)(a+116). 

C. Hat man keine Gleichungen von der in I. behandelten 
-^ c^iria zur Hand, ist nur die Lösung im voraus gegeben, so 
■"^^ii es, um Gleichungen von der hier verlangten Form aufzu- 
stellen, doch zweckmäfsig, aus der durch die Lösung ge- 

K^Tbenen Gleichung zunächst eine Gleichung von der in I. 

■^^liandelten Form zu bilden, wie es in Ig. angegeben ist. 
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Zugleich mufs die so gebildete Gleichung in Bezug auf die 
Eoefficienten von x in den ungleichen Faktoren die oben 
in b. angegebene Bedingung erfüllen^ wenn man nicht erst^ 
wieder eine Transformation vornehmen will. Wir wollen dsLa 
Verfahren an einigen Beispielen durchfahren. 
Es möge als Lösung 



1) x = Yäb 
gegeben sein. Hieraus bildet man, wie in Ig. zunächst 

Nach dem KS. hat man die gleichwertigen Quotienten: 

^ a -{- X ci ^ — ^ 
x-^b X — 

Daher nach dem in b. angegebenen Verfahren die Gleichung*^xi; 

27. (±tlY = X 

\o + x/ b 

28. (1^^)' = 4 

\b — x/ b 

L. a? = yäh. 

Diese Gleichungen sind ein wenig unansehnlich. "WiM 
man sie ansehnlicher haben, so mufs man (17) transformiren, 
entweder direkt, wie es in I. vielfach durchgeführt ist, oder 
nach den in I. angegebenen Formeln, am besten nach der 
Formel III, die schon oben in (13) benutzt ist. Dann ist 

-4. = a, B = X, C =b. 

Man erhält aus (13) 



(18) 



m^a -{- 2mnx -{- n*b mpa'\-(np-{'mq)X'{-nqb 



mpa-^{np-\-mq)X'{-nqb p^a -{- 2pqx -}- q*b 

Damit die oben in b. angegebene Bedingung erftil^* 
wird, mufs 

mn ='pq 

werden. Das ist sehr einfach. Setzt man daher in (18) ^^^ 
m, n, p und q bezw. 1) 2, 1, 1, 2; 2) 3, 1, 1, 3; 3) 3, 2,2, 2, 
so erhält man: 
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(19) 



4a + 4a; + ^ 2a -{- bx + 2h 

2a + 6x +~2& 

9a + 6«?+ & 



a + 4x + 4& 
3a + lOa? + 3& 



3a + 10a;+36 a + 6aj + 96 

9a4-12ic + 46 6a + 13a; + 66 



6a + 13aj + 66 4a + 12a; + 96 

Aus jeder dieser Gleichungen hat man nun, wie es oben 
in b. mehrfach geschehen ist, zwei neue Quotienten zu suchen, 
die denen der ursprünglichen Gleichung gleich sind, indem 
man den KS. einmal mit Addition und einmal mit Sub- 
traktion anwendet. So erhält man aus jeder der Gleichungen 
in (19) zwei Gleichungen von der hier verlangten Form, 
nämlich folgende: 

4a -j- 6 +4a; 



«o ( 2a + h+nx y _ 
^^- \26 + a+3a;/ ~ 

30. ( ''-ni' y = 

\x — 26 + a/ 

o| / 3a + 6+4a; \g^ 
**• \36 + a+4a;/ 

«o /2a; — 3a + 6 \g_ 
^ • \2a; — 36 + a/ "~ 

«« / 3a + 26 + 6x y _ 
^^- \36 + 2a + 6x/ ~ 

«- / a;-3a + 26 V_ 
**• \x- 36 + 2a/ ~ 



46 + a + 4a; 

4a + 6 + 4a; 
46 + a + 4a; 

9a + 6 +6a; 
96 + a +6a; 

9a + 5 + 6a; 
96 + a + 6a; 
9a + 4& + 12a; 
96 + 4a + 12a; 

9a + 46 + 12a; 
96 + 4ä + 12a; 



Es möge als Lösung 

2) x=ya^ + b^ 

gegeben sein. Dann hat man 

X'{-a 6 



X — a 



Man kann also leicht hinschreiben: 
^^' \a;-a + 6/ ~ x^a 

QÄ / « — ^ + ^ y _ ^+_?_ 

^^' \a + b-x/ ~ x-a 

L. X = yäh. 
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Die Gleichungen sind nur durch das Zeichen von x ver- 
schieden , was nicht in Betracht kommt. 

Will man die Gleichungen ansehnlicher machen, so mufs 
mau (13) anwenden. Dann ist 

(21) A^x + a, B = l, C = x — a. 

Setzt man dies in (13), so mufs^ wenn die Gleichung die 
oben in b. angegebenen Eigenschaften haben soll; 

(22) m2 + n«=^« + 3« 

sein. Diese Gleichung wird am einfachsten erfüllt durch 
m = g, w =^. Setzt man daher für m, n, p und g bezw. 
1) 2, 1, 1, 2; 2) 3, 1, 1, 3; 3) 3, 2, 2, 3, so geht (13) mit 
Benutzung von (21) über in 

Ba; + 3a + 4& 4a; + 5& 



(23) 



4x 


+ 


56 


5a; -- 


4a 


+ 3& 


So; 


-- 


bh 


13a; + 


5a 


+ 12& 



5a; — 3a + 4& 

8a; + 56 
5a; — 4a 4" 36 

12a; + 13 6 



12a; + 136 13a; — 5a+126 

Hieraus ; indem man aus je zwei gleichen Quotienten nach 
dem KS. durch Addition nur einen gleichwertigen neuen 
Quotienten ableitet, nach dem mehrfach angewendeten Ver- 
fahren : 

«,y t ^x + a + 36^\2 5a; 4- 3a 4- 46 

\3a; — a"4-3ö/ "" 5a; — 3a + 46 

^ft / ^^ + « + 26 \2 5a; + 4a + 36 

• \2a; — a + 26/ 5a; — 4a + 36 

qq / 5a; 4- a +.56 y _ 13ä 4- 5aJ-J.26 
\5a;— a4-56/ ~13a; — 5ä"-f~i26 



Jj. x = Va^ 4- h\ 

Die Gleichung (22) läfst sich auch leicht auf andere 
Weise erfüllen. Man hat aus derselben 

(m 4- jp) (m -i?) = (j + n){q — w). 

Man mufs also nur Zahlen auf doppelte Weise in Faktoren 
zerlegen. Dann sind die einen Faktoren m -{- p und m — ft 
die andern q -{- n und q — n. So ist 15 «= 5 • 3 «= 15 • 1, 
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und man hat daher m + p = 5, m — i> = 3, q -{- n == 15, 
q — n = 1 ; also 1) m = 4, jp == 1 , n = 7, g = 8. Weiter 
ist 24 == 6 . 4 = 12 . 2. Man erhält 2) m = 5, i? = 1, g= 7, 
n = 5. Durch diese Werte von m, n, p und j erhält man 
mit Benutzung von (21) aus (13) zunächst die beiden Quo- 
tientengleichungen: 

66g — 33o + 565 60a? — 62a + 39& 

60ic — 62a + 396 65rc — 63 a +T6Ö 

60a; + 60Ö AOx — 30 a + 40& 



40a; — 30a + 40ö 50a; — 48a + Üb 

Bildet man aus je zwei gleichen Quotienten nach dem 
KS. durch Addition einen neuen gleichwertigen Quotienten, 
so erhält man nach dem mehrfach angewendeten Verfahren: 

40 (^ ^^ " ^^^ "*" ^^^ Y — g5a; — 33a 4- 666 
\ 26a; — 23a + 116/ 65a; — 63a -f 16ö 

. - / 3a; — a -f 36 \^ a; + 6 

V 16a; — 13a -f 96/ ~ 26a; — 24^+ 76 

h. x = Va* + h\ 
Es sei als Losung 



3) x=Yo^ — ^^ 
gegeben. Dann hat man 

(25) i^±i = _?^. 

^ ^ X a — 6 

Hieraus zunächst 

^ a + 64"^ <^ d -{-b — X 
'' a — 6 + ^' ' ^ — a + 6 

Daher: 

\a — 6+a;/ a — 6 

* q / a + ^ — ^y a + ^ 

\a; — a + &/ « — ^ 



L. a;=Vä^--Tl 

Um die Gleichungen etwas ansehnlicher zu machen, ist 
hier wegen (25) zu setzen: 

(26) A^a + h, B = x, C = a- b. 

Bardey, zur Formation qaadr. Gleich. 13 
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Denkt man dies in (13) substituirt, so mulB; wenn die 
Gleichung die oben in b. angegebene Eigenschaft haben soll;i 

mn = pq 

sein. Diese Bedingung ist am einfachsten zu erfüllen durc 
m == j und n =^ p, sonst auch vielfach in anderer Weise. 
Setzt man daher für m, n, p und q bezw. 1) 2, 1, 1, 
2) 3, 1, 1, 3; 3) 3, 2, 2, 3; 4) 6, 1, 3, 2, so geht (13) m^ 
Benutzung von (26) über in 

Öa + 36 + 4aJ 4a + 6x 

4ca -}- bx 6a — Sb -{- 4a; 

6a + 46 + 3a: Sa? + Öa; 

(27) 3a + 6aj 5a — 46 + Sx 

13a + 66 + 12a; 12a + 13a; 



12a + 13a; 13a — 66 + 12a; 

37a -f 356 + 12a; 2 0a + 166 + 15a; 

20a + 166+16"^ ISa + 66 + 12a; * 

Aus diesen Quotientengleichungen erhält man^ wenn m. 
zur Bildung eines neuen gleichwertigen Quotienten jedesmal 
nur den KS. mit Addition zur Anwendung bringt, folgern-de 
Gleichungen: 

44 / 3a + 6 +3a; \2 6a + 86 + 4a; 

• \ 3a— 6+3^/ "6a — 36 + 4a; 

45 /2a + 6 +2a;\2 _ 6a + 46 + 3a; 
\2a~-^6~+2^/ ~ 5a — 46 + 3a; 

4ß ( 5a + 6 +6a; \2 _ 13a + 66 + 12a; 
Vöa — 6+6a;/ ~ 13a — 56 + 12a; 

47 A9<*+176 + 9a;\2 37a + 35 6 + 12a; • 

Vlla+T6 + 9a;/ "^ 13a~+ 5l> + 12^ 



Es sei endlich noch 

4) x=Y^^+3äb+V 
als Lösung gegeben. Dann hat man 

4:x^ = 4a2 + 12a6 + 46^ 
= (2a + 36)2 _ 5J2 

2a + 36 + 2a; 56 



66 6(2a + 3ö — 2a;) 



(- 
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Hier ist daher: 

(28) Ä = 2a + 3b + 2x, JB = 56, (7= 10a + 156 - lO^z;. 

Se4et man dies in (13), so mufs sein, damit die Gleichung 
die in b. angegebene Eigenschaft hat, 

m* — 5n* = |)* — öq^ 

m^ — ^2 = 5(w^ — q^). 

Nimmt man für n und q beliebige Zahlen, so hat man 
iiur die rechts entstehende Zahl beliebig in Faktoren zu zer- 
legen und den einen Faktor = m -{- p, den andern gleich 
^ — jp zu setzen, damit auch m und p rational werden. Es 
genügen z. B. für m, n, jp, q bezw. 1) 4, 2, 1, 1; 2) 8, 2, 7, 1; 
^) 7, 3, 3, 1. Setzt man diese Werte und die bei (28) an- 
gegebenen in (13), so erhält man: 

18a + 476 — 2x 7a + 186 — 3a; 



(29) 



7a + t86 — 3x 3a + 76 — 2x 

42a + 103& + 22a; 33a + 77 6 + 23a; 

33a + 776 + 23a; 27 a + 58'& + 22a; 

47a + 1236 + 2a; 18a + 476 + 3a; 



18a + 476 + 3a; 7a + 186 + 2a; . 

Voraus, wenn man zur Bildung des dritten gleichwertigen 
^^otienten jedesmal nur den KS. mit Addition anwendet, die 
Gleichungen: 

48 / 5a -f 186 — a; y ^^ 18a + 476 — 2a; 
\2a + 66 — a;/ ^^ 3a + 76 — 2a; 

49 / 5a + 126 + 3a;\2 __ 42a +103 6 + 22a; 
\4a + 96 + Sx) "^ 27~a'+ 586 + 22a; 

5q^ / 13a+ 846-f a; y ^ 47a + 12 36 + 2a; 
\ 5a + 186 + a;/ ~ "7a + 186 + 2'x 

L. x== Va^ + 3a6'+'6V 

d. Da man nach li. auch alle vollständigen quadra- 
tischen Gleichungen auf die in I. behandelte oder oben 
^^ (ß) angegebene Form bringen kann, so mufs man sie auch 
^^f die hier verlangte Form bringen können. 

Nach 76 in I. heifst die allgemeine quadratische Gleichung, 



IQ* 
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welche die Wurzeln a und 6 und die in I. behandelte Form 
hat^ wenn man sie als Quotientengleichung schreibt: 

{^(W ^^^ "^ ^^^ — (^*^ "i" ^*^^ tnpa + nqb — (mp + nq)x 

^ ^ mpa -}- nqb — {mp -^ nq)x P*« + q^b — (p^ -f- q^x 

Soll die Gleichung für unsern Zweck brauchbar sein, 

so mufs 

m^ + n* = p^ + q^ 

werden. Wie diese Bedingung leicht zu erfüllen ist, ist oben 
bei 2) in- c. gezeigt. Es genügen für m, n, jp, q bezw. folgende 
Werte: 1) 2, 1, 1, 2; 2) 3, 1, 1, 3; 3) 5, 3, 3, 5; 4) 7, 5, 5, 7; 
5) 8, 1, 7, 4. Dann erhält man aus (30) zunächst: 

1 ^a + b — 6 x 2a + 2b — Ax 

2ä~+~2b — 4^x ~ 4& + a — 6a; 

p 9g 4 - & — 10a? Sa + Sb — Qx 

' Sa + 36 — Qx 9b + a —■ IOä 

/«^\ q 25a -f 95 ~ 8 4a; 16a + 156 —30a; 

^ '^ 16a + 156 ^^<hc ~ 266 + 9a— 34a; 

A ^^ ^ + 256 — 74a; 36a -f 366 — 70a; 

36a + 366— ~7Öä ~ 496 + 26a — 74a; 

p. 64a -f 6 — 66a! 66a + 46 — 60a; 

66a + 46 —60a; """ 49a + 166 — 66a; ' 

Hieraus, wenn man zur Bildung des dritten gleichwertigen 
Quotienten jedesmal nur den KS. mit Addition anwendet, 
entsprechend: 

^^ / 2a + 6 — 8a; \2 4a + 6 - 6a; 

^^" V26 + a— 3a;/ "^ 

3a + 6 — 4a;\2 



52. dt IT -)' 

\36 + a — 4a;/ 

..« / 5a + 36 — 8a; \2 

^^* V56 + 3a- 8a;j "" 

. - / 7a + 66 — 12 a;\2 __ 
^*- \76 + 6a- 12oc/ ~ 

gg / 24a + 6-26a; \2_ 

• \21a+ 46 — 2öa;/ 49a + 166 - 66a; 

L. X = ttf b. 



46 + a 


6a; 


9a + 6 — 


10a; 


96 + a — 


lOa; 


26a + 96 


— 34a; 


266 + 9a 


— 34a; 


49a 4- 266 


- 74a; 


496 + 26a 


— 74a; 


64a + 6 - 


— 66a; 
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Wendet man zur Bildung des dritten gleichwertigen 
Quotienten den ES. mit Subtraktion an^ so erhält man aus 
3. und 4. in (31): 

.^ { ix — ba+Sb y _ 26a + 95 — 84a; ^ .^., 
^'*' \2x^bb + Sa) ~ 256 + 9a -34a? L^' ^^^J 

^ry / 2x — 7a+ bb y 49a + 25& — 74a; ^ ^o-{ \ 

®'' V2a?-76 + 6a/ ~ 49& + 25a - 74a; L^' ^^^iJ 

Will man quadratische Gleichungen in dieser Form mit 
andern Wurzeln haben ; so kann man in den aufgestellten 
Gleichungen 51 — 57 nur diese Wurzeln statt a und 6 setzen, 
oder man entwickelt die betreffenden quadratischen Gleichungen 
und bildet aus diesen zunächst Gleichungen von der in I. 
behandelten Form, in welchen die Koefficienten von x in den 
ungleichen Faktoren einander gleich sind. Wie man dann 
weiter verfährt, ist oben genugsam gezeigt. 



vm. 



a^ C 



34. 



34i. 



34 



B h^ D 

IIa -\- b — X a^ a + 17& + a; 

nb + a—'X ~ 'b^ ' 6^ 170+^5" 

L. x = ya^ + 34a& + b\ 

Sa -{- b — X a' a + 86 — x 

Sb + a + X ~b^ ' 6 + 3a + a; 

L. x = y^+ Gab +~¥: 

6a + 6 + a; a* a + 5& — x 



^* 56 + a + a; 6* & + 5o — x 

L. x = ya^+ lOah + b\ 

*\± a; + g — b /ö+&\* aJ + a -\- b 

^* X -— a — b \a — 6/ X — a + 6 

L. x = ]/2(a« + 6^ 

« - 4a; + 4a+ b /4a — & y a + 46— 4ä 

***• 4^ + 46+ a "" Uft— a/ ' 6 + 4a— 4a; 

L. a? = Yab. 



Villa. ^ — 5« • 2) 

•^4. 14a; — 2a +.136 (S a — Sb y Ux — 18a + 2& 

**5- 14a; — 26 + 13a ~ Vsb — Sa) * 14a?— 136 + 2a 



rt - 13a; — 37a + 19 6 _ / 5a + 26 y 18a? + 19a — 876 
«• 13a; + 376 — 19ä "" \56 + 2a/ ' 13a? — 196 + 87a 



L. x = Yc? — 14a6 + &l 

a. Die Gleichungen haben die Form 

Sie unterscheiden sich von den in V. und VII. behandeltz^ ^ej 
Gleichungen dadurch, dafs der rechts stehende konstaMiz»- fe 
Faktor im Quadrat steht anstatt in der ersten Potenz. E^ ^n 
eigentlichen Schlüssel zu der Aufstellung dieser Glei- 
chungen liefern ebenfalls die symmetrischen Gleichungen <il ^8 
4. Grades. Jede symmetrische Gleichung des 4. Grades w^on 
der Form, wie sie in V. aufgestellt sind, also von der Fori» 

/Q\ (aa;^ + 2«! ajy '\-jiy\{x + yf ^^ a_ 
W (p-^2 + 2 ft iy + fy*)-{x '^'yY 6 

liefert eine Gleichung, aber nur eine von der hier verlangtec 
Form, welche rechts als konstanten Faktor das Quadrat von 

V- hat, also von der Form 34 — 342 ist. 

Setzt man die 11. und 13. Darstellung von t bei (6) in V. 
einander gleich und x statt r, so erhält man die Gleichung 34. 

Setzt man die 7. und 9. Darstellung von t zu (18) in V. 
einander gleich, x statt r und — h statt 6, so erhält man 34i. 

Setzt man die 9. und 11. Darstellung von t bei (10) 
in V. einander gleich und x statt r, so erhält man 342- 

Ebenso erhält man aus der 11. und 13. Darstellung' 
von t bei (8) und bei (17) in V. bezw. 

- 7a — 96 + 3a; a* 9a — 76 + 3a; 

~76^ 9a + 3a; ~ 6* * 96 — 7a +~3^ 

h. x = ]/9ä^ - 14a6 + 96X 
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2 41a + 96 — Sx ^^ a^ 9a + 41& + Sx 
4l6 + 9a— 3aj 6« * 9& + 41a + 3a; 



Soll rechts als konstanter Faktor das Quadrat eines 
andern Quotienten als -^ stehen, so mufs man in der be- 
treffenden symmetrischen Gleichung des 4. Grades, also in (3) 
diesen Quotienten statt -r- setzen. Dann stehen die KoefB- 

cienten a, a^, ß und ß^^ zur Verfügung, um dem Resultate 
eine geeignete Form zu geben. 

Soll z. B. rechts in der quadratischen Gleichung als 
konstanter Faktor 



m) 



2 



stehen, so hat man statt (3) zu setzen 

, .V (oLX^ + 2gxa;y + ory^) {x + yf ^^ a + b 
W ((5a;2 + 2ft a?y + ßy^) (x - yY ~a-b ' 

Entwickelt man hieraus die Darstellungen von t, so mufs 
man nach (12) in Vc. auf 

^ = (ß + ßi)\a + hy+ 2{aß-3aß, + 3«,|8 - a,ß,)(a'-b') 

+ (a - a,y (a - 6)^ 

kommen, und dies r wird schliefslich die Lösung der aufzu- 
stellenden Gleichungen. Nach VI d. kann man in diesem Falle 



(5) 



r = y2(cF+V) 
erhalten. Dann ist 

ß + ß, = l, «-«, = 1 
aß — 3aß^ + Sa^ß — a^ß^ = 

zu setzen. Diese Gleichungen werden am einfachsten er- 
füllt durch 

a = |, «i = — i, /S=l, ßi = 0. 

Dann geht (4) über in 

. . (Sx^-2xy + 3y^)(x + yy ^ a + b 
W 4(a;a4.2/8)(a; — y)» a — 6 



''^^ Villa ^ — . 

Hieran» erhält mau als Darstellungen von t: 



Yt^'^ ^-V: 



2a — r 



30 + ^ *rr — a — 6 

äYf^ *-i^?^ ^-i^W^ 

r a— 5 r — 26 r \a — b/ r + a — o 

Setzt man die 5. und 7. Darstellung einander gleich 
X statt r, so erhält man die Gleichung 343. 

In ähnlicher Weise konnte man zu den Gleichung« 
344—346 gelangen. Aber der Weg ist umständlich. 

Ist der konstante Faktor nicht gegeben oder vorher hiJKhe- 
stimmt; sondern willkürlich, so kann man immer aus d^^Een 

Darstellungen von t, welche zu einer symmetrischen Gleichu- Dg 

des 4. Grades gehören, eine Gleichung bilden, welche von « /er 
hier verlangten Form ist. 

Bei (11) in I. sind nur 5 Darstellungen von t angegeb -^d, 
unter welchen eine für ^^ ist. Bei (6), (8) und (17) in V, 
sind je 13 Darstellungen von t angegeben, unter welcfcÄ.€D 
jedesmal 3 Darstellungen von t^ sind. Setzt man die erste 
und dritte Darstellung von t^ einander gleich und x statt f, 
so kommt man auf Gleichungen von der hier verlangten 
Form. Wie diese Darstellungen von t^ gefunden werden, ist 
in Ec. und bei [II. 236] angegeben, auch oben bei (10) in Y. 
angedeutet. Sucht man daher bei (11) in I. noch die dritte 
Darstelhmg von ^4, so mufs sich die verlangte Gleichung 
leicht ergeben. Man erhält als dritte Darstellung von t^ 



'. - |/(Ä^7 • 



6r + Sa + 46 



5r + 3a — 46 

Setzt man die bei (11) in I. angegebene Darstellung von ^4 
gleich der hier gefundenen und x statt r, so erhält man endlich 

o 6a? — 3 a + 46 Ma + SöV^ bx + Sa + 46 

• 6x — 3a — 46 \ 4a — 36 / * '6x 4- 3a — 46 

L. X = Y^^b\ 
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viiib. _ = _._. 

Sucht man in ähnlicher Weise zu den Darstellungen 
Von t bei (7) in I. die 3. Darstellung von t^, so erhält man 

t = iV/ l^g — 6& \2 13r-~ ha + IJh 
4"^ K\ 12a + 56/ ' 13r— öa — 12& 

Setzt man die Darstellung von t^ bei (7) in I. gleich der ge- 
:fxindenen und x statt r, so erhält man 

. 13a; + 5a+ 126 _ / 12a — 56 ^ 13a; — 5a + 126 
13a; + 5a — 126 \ 12a +66/ * 13a; — 5a — 126 

L. rr = l/ÖM^ 



Dies Verfahren, Gleichungen von der hier verlangten 
Porm aufzustellen, ist dann sehr einfach, wenn für eine 
gröfsere Anzahl von symmetrischen Gleichungen des vierten 
Grades die Darstellungen der zugehörigen ty besonders die- 
jenigen von t^ entwickelt und über die Lösung und den 
konstanten Faktor keine besonderen Bedingungen gestellt 
sind. Soll man jedoch zu diesem Zwecke erst die betreffen- 
den Darstellungen von t entwickeln, so ist das Verfahren 
auch dann noch umständlich, wenn man in der Entwickelung 
der Darstellungen von t vielfach geübt ist, und besonders in 
allen Fällen, in welchen der konstante Faktor ein anderer 

ist als -T- • 



1). Will man Gleichungen von der hier verlangten Form 
direkt aufstellen, so mufs man, wie es in VIe. geschehen ist, 
zwei Fälle unterscheiden: 1) der konstante Faktor ist 
gegeben; 2) die Lösung ist gegeben. Wir wollen zu- 
nächst den ersten Fall vornehmen und haben daher die 
Aufgabe: 

Wie stellt man Gleichungen von der oben 
stehenden Form direkt auf, wenn der kon- 
stante Faktor gegeben ist? 
Am einfachsten erhält man in diesem Falle Gleichungen 
von der hier verlangten Form durch ähnliche Betrachtungen, 
wie sie in Va. angestellt sind. 

Die Gleichungen 34—342 haben die Form 
aa+ß6+a; a* ßa + a6— a; 



(7) 



a6 + pa+a; 6^ |36 + aa— a; 



Vlllb. _ = _._. 

Nenner und Zähler sind in Bezug auf a und & symmetrisch. 

Aus (7) folgt 

(ga + ßby — x^ o^ 

(ab + ßay — ic* "^ 6« ' 
Daher durch korr. Subtraktion 

(aa + ßby — «* a« 



(aa + ßby — («6 + ßa)* a* — 5* 

(«g + P&)' — a ?' _ g' 
(«*— (5*)(g«— 6«) "" g«— 6* 

(8) a: =|/jS*a^ + 2ajSa6 + ß^hK 

Die Formel (8) giebt alle Lösungen, welche bei Glei- 
chungen von der hier verlangten Form möglich sind, wenn 

der quadratische Faktor -^ sein soll. Vorausgesetzt ist dabei 

freilich, dafs die Gleichung, wie in (7) angenommen, nach 
a und b symmetrisch ist. Das ist jedoch eine Voraussetzung, 
die nicht notwendig ist. Die allgemeine Form für alle 
Lösungen, welche bei Gröfsen von der hier ver- 
langten Form für einen bestimmten quadratischen 
konstanten Faktor möglich sind, ist keine andere 
als die, welche bei Gleichungen von der in V und VII 
verlangten Form für den einfachen konstanten Fak- 
tor möglich sind. Nach 74 in Vk. mufs daher hier für 

g* . 
den quadratischen Faktor -^ die Lösung die Form 



haben, eine Form, welche allgemeiner ist als die in (8) an- 
gegebene. 

Soll nun die Lösung 

werden, so hat man nach (8) ß = 1, a = 17 zu setzen, und 
die Gleichung (7) geht über in die Gleichung 34 
Setzt man j8 = 1, a = 3, so mufs nach (8) 
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vmb. _ = _._. 

cJie Losung werden, und aus der Gleichung (7) entsteht die 
GrI Eichung 34i. 

Setzt man a = 5, jS == 1, so geht (7) über in 342- 
Setzt man weiter in (7) für ß und a bezw. 1) 1, 2; 
^^ 1, 4; 3) 1, 7, so erhält man: 

^ 2a -\- b — X a* a + 2& + a? 

^ 26 + a — X 6* 6 + 2a + a; 

L. a: = }/äM^lä6"+^ 

^ i g -{- b — X a* a -{- 4:b '\- X 

ib -\- a — X 6' b -{- 4:a -{- X 



^ 7a + 6 — X a* a+76 + aj 

76 + a — X 6* * 6 + 7a + a; 



u. s. w. 



L. x = yär+Uäb + hK 

Soll die Gleichung 343 auf diesem Wege entwickelt 
rden, so mufs nach (8) die Lösung werden 



(9) X = yß\a + hy + 2aß(a^- h^) + ß\a - V)\ 

Diese Formel giebt alle Lösungen, welche bei Gleichungen 
der hier verlangten Form möglich sind, wenn der qua- 

atische Faktor (— j^y^) sein soll und die Gleichung nach 

^ und h symmetrisch vorausgesetzt wird. Macht man diese 

▼^oraussetzung nicht, so sind für diesen Fall alle Lösungen 

^ix der Formel (18) enthalten, welche in VIe. für den ein- 

I r 

dachen konstanten Faktor ^v aufgestellt ist. 

Soll die Lösung (9) mit der bei 34g angegebenen über- 
einstimmen, so mufs man a = und am einfachsten ß = \ 
Setzen. Dann erhält man aus (7), indem man hier a + & 
statt üj a — 6 statt h setzt, 

a — b -^ X /0 + 6V a + 6 — x 

a ^b -^ X \a — 6/ a — 6 — x ' 

d. h. die Gleichung 343. 

Will man auf diesem Wege zur Gleichung 34^ gelangen. 



so bat man 4a — b statt a^ Ab — a statt b zu setzen. Dann 
wird nach (8) die Lösung 

(10) a? = }/^4a-6)2+2a/3(4a— 6)(46-a)+^^(46— a)l 

Soll dieselbe mit der bei 34^ angegebenen übereinstimmen, 

so mufs 

16ß^ — 8aß + ß^ = 

werden. Man wird also am einfachsten 

/3 = 8, «=17 

setzen. Dann geht, wenn man 4a — 6 statt a, 46 — a 

statt b und zugleich 60aJ statt x setzt, die Gleichung (7) 

über in 344. 

Macht man in (7) für a und b dieselben Substitutionen 

und setzt zugleich a = 2, ß = 1^ so erhält man 

8 7a + 2h + X __ / 4a — & y 2a + 7& - a; 
76 + 2a+ ä; "^ \46— a/ 'Y6~+7a— a? 

L. ä; = ya2 + 52a6 + F. 

Um auf die Gleichung 345 zu kommen, hat man in (7) 
Sa — 36 statt a, 86 — 3a statt 6 zu setzen. Für diese 
Werte erhält man aus (8) zunächst 

X =1/(73)82 ~ 48aß)(a^ + 6^) + 2(73« jS — 48ß^)ab. 

Man erlangt das gewünschte Resultat, wenn man 

73/32 — 48aß = — 2(73a/3 - 48ß^, d. h. 

a = 23, /3 = 98 

setzt. Setzt man dann zugleich noch 770a; statt x, so geht 
die Gleichung (7) über in die Gleichung 345. 

Um die Gleichung 346 auf diesem Wege zu erhalten, 
mufs man 5a + 26 statt a, 56 + 2a statt 6 setzen. Man 
kommt dann auf 223/3 + 169« = 0, kann also a = 223, 
j3 = — 169 setzen. Setzt man dann noch weiter 273a: statt x, 
so entsteht aus (7) die Gleichung 346. 

Soll rechts ein anderer quadratischer Faktor stehen, als 
oben in den Gleichungen angegeben ist, so bleibt das Ver- 
fahren dasselbe. Man nimmt den quadratischen Faktor be- 
liebig an und hat dann noch über die Form der Lösung zn 
verfügen. 
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ViEIIb. — = — .^. 

Es sei der quadratische Faktor 

\2&— al 

Dann ist in (7) und (8) 2a — 6 statt a, 26 — a statt h zu 
setzen. Aus (8) hat man zunächst 

X =|//32(2a-6)2+2aiS(2a— 6)(26— a)+|82(26-a)2, d. h. 

(11) x=y{bß'' - 4a/3)(a2 + 6^) ^ 2(5a/3 — 4/5»)^ 

Die Gröfsen a und jS stehen noch zur Verfügung. Setzt 

onan 

1) 5/3« — 4a/3 = 4/3^ — 5a/3, also 

ß = — a, a = 1, /3 == — 1, 

so wird der Wert von x sehr einfach, und man erhält aus (7), 
wenn man zugleich ^x statt x setzt: 

^ a — ft + a; / 2a— ft X^ a; + « — ^ 

6 — a+oj \26— a/ o; — a + 6 

L. ä; = + (a — 6). 

Die Gleichung bietet wenig Interesse, da man das Re- 
sultat erkennt, ohne die Gleichung aufzulösen. Da der erste 
und dritte Quotient einander gleich sind, sa kann sie nur 
erfüllt werden durch: 

1. a — 6 + ä; = 0, 2. & — a + a; = 0. 

Es mufs in derselben Weise auch gelten 

in o — 6 + a; /aw + &w\2 a; + a — h 

b — a -\- X \ ap -{- bq / x — a + ö 

L. a? = + (^ "" ^)- 
Setzt man nach (11) 

2) bß^ -4:aß = — 2(5aß — 4/3«), d. h. 

a= 1, ß = 2 

und zugleich 2x statt o;^ so erhält man aus (7) und (11) 

11 2g + 86 /2a—- b V 8a — 2a? 

2a; + 8a \26— a/ * 3& — 2a; 

L. Ä; = V3(a«-a6 + 62). 

C. Das in b. angegebene Verfahren, zu Gleichungen von 
der hier behandelten Form zu gelangen, hat erstens den 



206 „,„, A a* G 

VlIIc. _ = _.—, 

• 

Mangel, dafs es nicht erschöpfend ist. Die Gleichung (7) 
wurde, abgesehen von dem quadratischen Faktor, nach a und b 
symmetrisch angenommen; die Gleichungen können auch un- 
symmetrisch sein und doch den gestellten Anforderungen 
genügen. Zweitens hat das Verfahren den Mangel, dafs es 
leicht zu unschönen Lösungen führt. Es ist daher zweck- 
mäfsiger, die Lösung als gegeben anzunehmen. Wir haben 
demnach die in b. angedeutete zweite Aufgabe zu betrachten: 

Wie stellt man Gleichungen von der oben. 

voranstehenden Form direkt auf, wenn die 

Lösung im voraus gegeben ist? 
In diesem Falle kann der quadratische konstante Faktor 
nicht mehr beliebig angenommen werden, vorausgesetzt, dafs 
alle Koefficienten rational sind. Der konstante Factor mufs 
auch hier, wie in V. und VI. von der Lösung abhängen. 

Wir können hier einen ähnlichen Weg einschlagen, wie 
der in b. angegebene. Die aufzustellende Gleichung mufs, da 
sie rein quadratisch sein soll, allgemein die Form haben 

/^^v aa -\- ßb -\- sx / ^la -\- vh Y cc^a -\- ß^h — s^x 

^ ^ a^a -^ ß^b -^ s^x V^ja-j-Vift/ aa -\- ßb — sx ' 

oder einfacher 

/. o^ (aa+^by-s'^x^ _ ( iia + vb V 
\^^J {ot,a + ß,by- s,''x^ ~\ii,a+v^b/ 

Ist nun irgend eine Lösung gegeben, so hat man die- 
selbe hier einzusetzen und die griechischen Buchstaben so 
zu bestimmen, dafs die Gleichung identisch erfüllt wird. 

Es möge 1) ^==^6 

als Lösung gegeben sein. Dann geht (13) über in 

{aa + ßby — s^ab _ / fia + vb y ^ 
(«1 a -\- ßiby — s^^ab \ fti a -f- Vj ft / 

Diese Gleichung enthält 10 willkürliche Gröfsen, über welche 
man zu verfügen hat. Am einfachsten setzt man die Fak- 
toren a^, ab und 6^ in den Zählern und in den Nennern 
einander gleich. Das giebt 

a4^ «' = ^'. 2aß-a'==2(iv, ß' = v', 
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Genau genommen sind wir hier schon zu . weit gegangen. 
Zähler und Zähler^ wie Nenner und Nenner sind nicht not- 
wendiger Weise identisch; es kann ein Faktor t ausgefallen 
sein. Man hätte daher eigentlich «^ = [i^t, a^ = ^i^t u. s. w. 
setzen sollen. Da jedoch über die Koefficienten noch weiter 
keine Bestimmungen getroffen sind, so ist hier der Faktor 
nicht notwendig. Sollten sich irrationale Zahlen ergeben, so 
kann man den Faktor leicht wieder hinzufügen. — Aus (14) 
ergiebt sich 

(15) a/J = -T- /iti/, ai/3i== — ftiVi. 

Das negative Zeichen mufs stehen; sonst müfsten b und s^ 
gleich werden. Dann ist aber 

(16) 4/itv = —.52, 4/itii/i = — 6^. 

Vorausgesetzt, dafs /it und v, wie /tt^ und v^ keine gemein- 
schaftliche Faktoren haben, müssen wir aus (16) schliefsen: 
ft und 1/, wie ^i^ und v^ müssen Quadrate mit ent- 
gegengesetzten Zeichen sein. Wir sind also hier auf 
einem ganz andern Wege für den quadratischen Faktor zu 
demselben Resultate gelangt, zu welchem wir oben in Vif. 
bei 1) in (31) für den einfachen Faktor gelangt sind. 
Die konstanten Faktoren können daher z. B. sein: 

^ 4a — h c% 9a — 6 „ 9a — 46 . ^a — h 
1- -TT ^. -rrr O. -TTT : — 4. 



46— a 96 —a 96 — 4a 96 — 4a 

Im 1. Fall ist /it = 4, i/ = — 1, ^^ = — 1, v^= A, 
mithin wegen (14) und (15): a = 4, /3 = 1, «1 = 1, /S^ = 4, 
a = 4, fij = 4. Daher geht (12) über in 

|rt 4a +6 + ^^ Ma — 6 \2 a-|-46— -40? 

46+« + 4a; \46— a/ 6 + 4a — 4a; 

L. ä; = Yab, 

Man erhält für die drei andern konstanten Faktoren auf 
demselben Wege bezw. die folgenden Gleichungen: 



jrt 9a + 6 +6a? ^ / 9a — 6 y g + 96 — 
• 96 + ö + 6a? ~ \^96 — a) * 6 + 9a — 
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9ö~+ 4a + i2x \^9& — 4aj * 46 + 9a — 12a; 

I • 4a + 6 + 4a; __ / 4a — 6 y 4 a + 96 — 12a; 
• 4a + 96 + 12a; "~ \96 — 4aj ' 4a + 6 — 4a; 

L. a; «= YaK 

Soll die Losung 

2) x = ya^ + V 
sein, hat man nach (13) 

(aa + p6)* — g«(a» + & ') ^ / fta + y6 \2 
(«ra + ft"6)« - B,\a^ + 6«) "" (^ft,a + v,h) ' 

Man mufs links im Zähler und Nenner die Zeichen umkehren; 
sonst kommt man auf ^^ + v* = — s^. Dann erhält man: 

£i^ — a* = ft*, a/S = — ^i;^ s^ — /S^ = v^ 

Zunächst findet man 

a« + /Ja = ^« + V« = e«, 

Man hat daher nur zwei Zahlen a und /3 zu suchen, 
deren Quadrate zusammen wieder ein Quadrat sind. Es 
mufs also 



» 



rational werden. Dasselbe gilt dann für (i und v. Wir sind 
daher hier zu demselben Resultate fär den quadratischen 
konstanten Faktor gekommen, zu dem wir in Vif. bei 2) in 
(S4) ftir den einfachen konstanten Faktor gelangt sind; detflv 
dort sind die Koefficienten von a und b bezw. 1) m^ — ti? 
und 2fwii; 2) p^ — q^ und — 2jpg. Es ist aber (m* — ii*? 
+ {,- 2mw)- = (m^ + nY und (^ - ^y + (— 2 :J9)' 
«= i^j)* + (j^Y, d. h. die Summen der Quadrate der Koeffi- 
cienten sind wieder Quadrate. 

Setit man daher 1) « = 3, f* = ^ «1=4, /Jj = 3, also 
jA «= 4« r «« — . 3, fh = — *^' Vi = 4, e = «1 = 5; 2) a *=3, 
fJ = 4, aj •= 3, fjj = — 4, also fi *= 4, v = — 3, fAj *=* ^; 
i.j = 3, f = f j = o; 3^ « = 5, ß = 12, aj = 12, ft -= 5, 
also ^ = 12, !• — — 0. f4 = — 5, Vi = 12, f = ^ === ^3; 
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viiic. B ~ h^ ' B' 

4) a = 15, jS = — 8, «1 — — 8, /J^ = 15, also ft = 8, 
V = 15, fti = 15, 1/^ = 8, « = ej = 17, so geht (12) bezw. 
über in: 

Iß Sa +46 + 6a; /4a — 36\2 4a + 35 — 5a; 



/ 4a — aft V 
^4& — 3aj 



36 + 4a + 5a? \^46 — Sa/ 46 + 3a — 5a; 

I „ 3a + 46 + 5a? ^^ / 4a — 36 y 3a — 46 — 5a? 
3a — 46 + 5a? ~ \4a + 36/ ' 8a + 46 — 5a; 

5a + 126 + 13a? /12a — 56V 12a + 56 — 13.r 



/ 12 a — 5 6y 
\126 — 6aj 



56 + 12a + 18a; \^126 — ha) 126 + 6a — 13a; 

^ q 15a — 86 + 17a; / 8a + 15 6y 8a — 156 + 17a; 

156 — 8a + 17a; \^86 + 15aj * 86 — 15a + 17a; 

L. X = yd' + 6^ 
Es sei als Lösung 

3) x = y¥'^V 
gegeben. Hier sind a und ß so zu bestimmen, dafs 

y«« — jS« 

rational wird. Dann bestimmen sich die übrigen in (12) 
oder (13) vorkommenden Koefficienten von selbst. Setzt 
man daher 1) a = 5, /3 = 4, «j = 5, A = — 4; 2) a = 5, 
/J = 4, «1 = 5, jSi = 3; 3) a = 13, /3 = 5, «^ = 13, ß^ = 12; 
4) a = 25, jS = 7, «^ = 25, jS^ = 24 und bestimmt die 
übrigen Koefficienten demgemäfs, so erhält man aus (12): 

6a + 46 + 3a; / 4a + 56 y 3a; — 5a + 46 

6a — 46 + 3a; \^4a — 56^ ' 3a; — 5a — 46 

21 5a + 46 — 3a; /^^+_^V ^^ + ^^ + ^^ 

6a + 36 — 4aj "" ^3ä"+~66 j * 6a + 46 + 3a; 

22 1 3a + 66 + 12a; _ / 5a + 136y 13a + 126 — 5 a; 
13a + 126 + 5a; \^i2a + 136 j * 13« + 56 — 12a; 

j^o 26a— 76 + 24a; / 256 — 7a y 7a; — 26a + 2 46 

• 26a — 246 + 7a; ~ ^256 — 24a j ' 24a; — 25a + 76 

L. a? = ya^ - b\ 

Bei der in 2) gegebenen Lösung ist 

a;2 = a^ + 61 
£ei der in 3) gegebenen Lösung hat man 

a^^a^ — 62, d. h. a^ = x^ + h\ 

Bardey, zur Formation quadr. Uleioh. 14 



20. 
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Die durch die Lösungen gegebenen Gleichungen gehen in 
einander über, wenn man a und x vertauscht. Vertauscht 
man daher in den Gleichungen 16 — 19 a mit Xj so mufs die 
Lösung 3) den Gleichungen genügen; vertauscht man in den 
Gleichungen 20 — 23 a mit x^ so mufs die Lösung 2) genügeT^. 
So erhält man aus 16 — 19 bezw. 

5ä~+~36 + 4:a? ~" \^46 ~ 3'5J ' 3a? — 5ä+~46 

L. rr = + 6, l/^^^"P: 

25 6« + 4 6 + 3a; / 4a? — 36y 3a? — 6a — 46 

6a — 46"+ 3a? ~" \4a? + 36J * 3a? — 6a + 46 



26. 



27. 



28. 



äo. 



L. rr = 0, cx), j/a^ _ j2^ 

13a + 12 6 + 6a? / 12a? — 66 y 12a? — 13( 

13a + 66 + 12^ \^126 — 6a?y ' 6a? — 13a 



h, x = ± 6, ya^ — b\ 

17a — 86 + 15a? /8 a? + 166\2 17a — 156 + 8a? 



/ 8 a? + 16 6Y 
\^86 + 15a? j 



17« + 156 — 8a? V86 + 15a?/ ' 17a + 86 — 15a? 



L. x = + b, Ya" - b\ 

Li derselben Weise erhält man aus 20 — 23 bezw. 



a? + 3a + 46 / 4a? + 66 y 3a + 46 — 6a? 

a? + 3a~— 46 \^4a; — 56^ * 3a — 46 — 5a? 

L. X = 0, cx), Ya^ + 61 

^y^ 6.r - 3a + 46 _ / 4a; + 56y 5a; + 4a + 36 
"" • 5.r - 4fi + 37» ~ V3a? + bb) * 5a; + 3a + 46 

L. .r = - ? 6, - t 6, l/^M^F. 



l3.r+12a + 56 /5a; + 136\2 13a; — 5a + 126 



|6 / 5a; + 13 6 y 

i« \^r2x + 136/ 



l3.r + 126 + 5« V 12x + 1367 13a; + 66 — 12a 



L. :,^__|^ft, _ i^6,|/a« + 62. 

»jl 25.r + 24« — 76 /256-^7j;y 7« + 246 — 25 a; 

* 26.r 246 + 7rt \^256^~24xj 76 + 24a — 25^ 

Die Gleichungen gehören nicht ganz in diesen Abschn-i^' 
1) der quadratische Faktor enthält audi x, ist nicht k:^^' 
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stant; 2) diese Gleichungen sind alle vom 4. Grade. — Die 
Auflösung derselben ist sehr einfach. Man mufs den dritten 
Quotienten nach links bringen und entwickeln. Aus den 
beiden so erhaltenen Quotienten bildet man nach dem KS. 
durch Addition oder Subtraktion in der Art einen dritten 
gleichwertigen Quotienten, dafs die Glieder mit x fortfallen, 
also nur Glieder mit x^ und ohne x bleiben. Auf diesem 
Wege erhält man z. B. aus 29 

26a?^ + 406a; + 166» — 9a^ 16a;^ + 406a; + 26 6» 

25a;« +^306a; + 96« — 16a» ~ 9a;» + 306a; + 256»~ * 

Hieraus in der angegebenen Weise: 

1 6a;»-}- 406a; + 266» 9(a;» — 6» — a») 
"93?» + 306a; + 266» ^ 16 (a;» — 6» — a») * 

Diese Gleichung zerfallt in: 

1. a;2 — 6« - a^ = 0, 2. ^-J4I = +-!" u- s. w. 

' 3a; + 66 -J- 4 

Die in 1), 2) und 3) gegebenen Lösungen waren sehr 
einfach. Bei weniger einfachen Lösungen ist es oft umständ- 
lich, für a und ß solche Werte zu finden, welche die vor- 
kommende Wurzel rational machen. Es möge, um dies an 
einem Beispiele zu zeigen, als Lösung 

4) x=ya'--ah + V^ 

gegeben sein. Dann hat man aus der Gleichung (13), da 
man links, wie man leicht herausbriugt, im Zähler und Nenner 
die Zeichen umkehren mufs, 

g »(a» — a6 + 6») — {ota + ^6)» ^ / ^a + vh y 

Man kommt auf 

3(a2 + aß + ß^) = U'' 
Es sind also a und ß so zu wählen, dafs 



rational wird. Man hat eine Diophantische Aufgabe zu lösen. 
Darin liegt das Umständliche bei diesem Verfahren. Es ge- 
nügen 1) « = 1, /3 = 1; 2) a = 2, /3 = - 1; 3) a = 13, 
ß = — 2 u. s. w. Wählt man das letzte Wertepaar, so 
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es oben in c. geschehen ist, sondern müssen links oder rechts 
den Proportionalitätsfaktor hinzufügen. Multipliciren wir 
rechts im Zähler und Nenner mit t, das vorläufig noch un- 
bekannt ist, so erhalten wir für den Zähler die Gleichungen : 

(17) /J«-6«= 9^ 

«« = 64* + «« /J« = 9< + ««, 2a/3 == 48« + 3c«. 
Hieraus ergiebt sich für s die Gleichung 

4(64« + ««)(9« + 6«) = (48< + 36«)« 

Man hat daher am einfachsten ^ := 5 zu setzen. Dann er- 

Ixält man: 

6 = + 2, a = + 18, ß = ±1. 

Die Koefficienten a und ß müssen gleiche Zeichen haben, 
da a/J, wie aus der dritten Gleichung in (17) folgt, für ^ =5 
positiv ist Ebenso erhält man: 

«1 = ± 2, «1 = + 7, ßi = ± 18. 
Daher nach (12) die Gleichung 

oo 18a -f- 7& + 2a; _ /S« +^3&\2 l a + 18& — 2a; 
185 + 7a + 2a; ~ \^8& + 3äj ' 76 + 18a — 2ä; 

L. a? = "J/a« + 3a& + 61 

Für den 2. und 3. Fall erhält man bezw. auf dem- 
selben Wege: 

/ 3 a + & Y 
\^36 + «y 

27a+23& + 22aj /7a-36\2 23a + ?7& — 22a; 



rto 7a + 36 + 2a; / 3a + 6 y 3a + 76 — 2 a; 

76 + 8a + 2a; l36 + «J ' 36 -f- 7a — 2a; 



34. 



/ 7a -36 Y 
\^76 — 3ay 



276 + 23a + 22a; \76 — 3a/ 236 + 27a — 22a; 



L. a? = )/a2 + 3a6 + 6^. 
Es sei als Losung 



2) a: = yÖa^ — Ual + 96^ 
gegeben. Nach 6) in Vif. können hier die konstanten Fak- 
toren vorkonmien: 

^ 6a — 2 6 o IQq — 76 „ 9a — 66 

^- 66 -2a "^^ 106 -7a ^' 96 -5a ^- ®* ^- 



_ • 
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Im 1. Fall hat mau 

(aa + ßiy — s'(9a^ - Uab + 96^) = (5a - 2b)H. 
Hieraus die Gleichungen 

«2 _ 9^2 ^ 25t, ß^ — 96« = At, 
aß + 76« = — 10^. 
Man findet zunächst 32 s^ = — 121^ und hat daher 

t= -32, s^= 121, s = 11. 

Dann wird aß = — 527. Es müssen also, also a und ß l 



gleiche Zeichen haben. Man erhält a = 17, /J = — l- 
Das giebt, da sich dann «^ und ß^ in umgekehrter W( 
bestimmen, die Gleichung 

17a — 316 + IIa; {^^-zJJ^V 31a — 17 5 -f- lljc 

T7&~— ~31a -flix \bV-^2ä) ' 316 — 17ä + "iTi 



35. 



36. 



37. 



L, X = Yda^ - Uab + 96i 
Auf demselben Wege findet man: 

7a — 416 + 19a; /10a — 76\2 41a — 76 + 19a; 



/ 10 a — 76 y 41a — 76 
1^106 — 7~ä) ' 416 — 7a 



76 — 41a + 19a; \^106 — 7ay 416 — 7a -f- 19a; 

9a — 236 + 9a; /9a — 66\2 23a — 96 + 9a; 

96 



— 23^+ 9^ __ / 9a — 66X2 23a — 96 + 9a; 

— 23ä~+ 9^ \^96 — öäy * 236 — 9a + 9a; 



L. x = |/9a2 _ Uab + 9b\ 

Bei 36 kommt man auf 32«^ = — 36U, t=— S^^; 
s' = 361; bei 37 auf 8s^ = — 8U,t='- 8, s^ = 81 u.s. ^• 
In beiden Fällen ist aß negativ. 

e. Der in d. angegebene Weg ist wohl der einfachs^^; 
und doch sind die oben voranstehenden Gleichungen meister^^ 
nicht auf diesem Wege gebildet worden. Auch ist dies^^ 
Weg den zur Aufstellung der hier behandelten Gleichung^^ 
bisher angegebenen Methoden wenig entsprechend. Bei dieseX» 
ergaben sich die in den Gleichungen vorkommenden Koeffi" 
cienten aus der Lösung selbst fast immer mit zwingender 
Notwendigkeit. Auch hier können wir die oben mehrfach 
angestellten Betrachtungen eingehender benutzen. 

In Vif. ist gezeigt, wie man alle konstanten Faktoren 
findet, die für eine bestimmte Lösung in dort behandelten 
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Gleichungen vorkommen können. Es ist auch nachgewiesen, 
dafs es unendlich viele Gleichungen von der dort behan- 
delten Form, wo der konstante Faktor in der ersten Potenz 
steht, giebt, welche alle dieselbe Lösung und denselben kon- 
stanten Faktor haben. Soll jedoch der konstante Fak- 
tor im Quadrat stehen, wie es bei den hier behan- 
delten Gleichungen der Fall ist, so giebt es für eine 
bestimmte Lösung und einen bestimmten konstan- 
ten Faktor nur eine einzige Gleichung von dieser 
Form. Der den bisherigen Betrachtungen am meisten an- 
gemessene Weg ist daher, aus der Lösung Gleichungen von 
der in V. und VI. behandelten Form, in welchen der kon- 
stante Faktor in der ersten Potenz steht, abzuleiten, und aus 
diesen nach den bisher mehrfach angewendeten Methoden 
Gleichungen von der hier verlangten Form, in welchen der 
konstante Faktor im Quadrat steht. Man mufs da, wie es 
in Vif. geschehen ist, von den einfachen Quotientenglei- 
chungen ausgehen, die aus der Lösung abgeleitet sind. 

Hat man nämlich eine einfache Quotientengleichung von 
der Form 

(18) X = — 4-. = ?^+-?:-^ 

wo X nur den Wert der Quotienten angeben soll, so hat 
man auch 
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(19) X = -^±^.^-^=^ 

Bezeichnet man den konstanten Faktor mit /) so folgt 
nach dem KS. aus (18) und (19) bezw. allgemein: 

^ ^ (f*i öt + 1^1 h)m \ Bn (i"*! « + ^1 ö)»*i + Bfiy 

Setzt man der Übersicht halber einfache Buchstaben 
statt der zusammengesetzten Gröfsen, so hat man statt (20) 
und (21) bezw. die beiden Gleichungen: 



(2S") 



;^ 






i\ 









a»g 



der ^^ 






V»k»» 



toa» 



\ev 



ic\i^ 



Ml* 



LeicT^e* ^2Ö) ^1 ..». Da* 




t\ 



st 



Aelae 



vje 



gan* 



80j 



4« «'^*T»- *•• -, 



¥ot«^ /- ^e Vös«^« 






-sne 



»a- 



,« 



sfaTo«^ 



18^ 



Oc^ 



yjSM 



A tat 



dei^ 



\ioti 



gtatv^eo 



■gjkV^T b 



reivo^' 



De« * r„v G^e^^** 



de» 



«09 



det 



'« dte^ 






^^^ "'' S^settv ^^««'^Ia dxitte^ 



des -'''''' t V 



eb* 



,,eiaVvtt* 






as«® 



deo***' 



3 



atig* 



isti 



1") * 



•ß8 8«^ 



a.\9 



Qtt 



o^eti^- 



\ \8t *^^T „et ^^*^ A^^ 



/ 



^Ti det Q^°^' » + 



y^ \)eae^' 



Aj^ett 



(26") 
(21^ 




a 



a 









ö\IcW* ^^^^ 



l (2'!^ 



\)e*^' 



fiÖ«' 



e 



itjxe^" 



wtv' 



d (2^^ "'' ^ 
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y__ (a;+26)w4-(o + 6)n^ (a; + 25) Wt + (a + 6)n, 

2(a — b)m + (aj — 2ö)n ~ 2{a ~}))m^ + (ä — 26)Wi 
^28} 

Y BS ^ + ^ _(^rt^^)^ +(<^ --^)g a-\-h (x + 2&) j?| -^ (g — &) g, 

" a — & • 2(ä+5)2> +~(i— 25)g "" a — 5 ' 2(a+ &)Pi + (a?— 2%i * 

Um die in (24) angegebenen Bedingungen zu erfüllen, 
ist zu setzen: 

1) 2(a— 6)m + (a;-26)n = (a; + 26)mi + (a + 6)wi, d. h. 
2m = Wi; — 2(m -|- n) = 2mi + w^, w = m^; 

2) 2(a + 6)i) + (rc-2% = (a; + 26>i + (a — 6)g, d. h. 
2i> = «i, 2(i) — g) = 2i)i — gl, g=jPi. 

Man findet leicht: 1) m = 1, w = — 1, m^ = — 1, 
^1 = 2; 2) jP = 1, g = 1, ^1 = 1, q^ = 2. Man kann jedes- 
mal eine Gröfse willkürlich annehmen. Der erste Fall liefert 
^m = — w, Wi*=2m, »ii = l. Um möglichst kleine ganze 
Zahlen zu erhalten, mufs man m = 1 setzen u. s. w. 

Durch die gefundenen Werte gehen die Gleichungen in 
(28) über in: 

■y X -\- h — a 2 a — x 

2 a — X 2(x — a — h) 
(2Q) 
^ ^ Y" 0+& X '\- a -\- h a -\- h x -\- 2 a 



a — 5 X -{■ 2 a a — b 2{x -\- a — h) 

Bildet man durch Multiplikation der für X gefundenen Werte 
in jeder Gleichung X^ und setzt die neuen Werte einander 
gleich, so erhält man 

— j: = l — T.) ' — ^ [s. 343], 

X — a — \a — 0/ X -\- a — 6*- ^-" 

eine Gleichung von der verlangten Form. 

Es möge 

2) x=Yäh 

als Lösung gegeben sein. Dann hat man nach (32) in VI. 
zunächst die Quotientengleichung 

Sx — 2a + 2b 4ca — b 

4cb — a Sx + 2a — 2b ' 

und daher auch 

4a — 6 Sx — 2a -\- 2b 4a — & 4& — a 



4& — a 4a — & 4ft — a 3a; + 2a — 26 



Aus diesen beiden Gleichungen sind zunächst die allge- 
meinen Gleichungen zu bilden, welche den Gleichungen (28) 
entsprechen. Diese liefern, wenn die in (24) angegebenen 
Bedingungen erfüllt werden sollen, 

m = Aj w == 5, m^ = 5, % = 4 

i) = — 4, 2 = 5, i>i = 5, gri = — 4. 

Die den Gleichungen (29) entsprechenden werden dann: 

- 4a; + 4a + & 5a; -f- 2a + 25 

* l'x+Ya'+Yb "4i~-f~ä + 46 

,^ 4a — h g + 45 — 4j; 4a — 5 6jg — 2a — 26 

45 — a ' öä; — 2a — 26 45 — a 4a + 6 — ix 

Daher die gesuchte Gleichung 

4a; + 4a + 5 __ / 4a - 5 \^ a -f- 45 — 4a; .. ^. ^ 
4^ 45~+ ä "^ \46 - a/ * 5 + 4a — 4a; •-»• ^^^-l" 

Um auf die Gleichung 345 zu kommen, ist als Losuoj 



3) x = ya^-ab + V" 

gegeben. Dann kommt man nach (43) in Vif., indem mt 
— h statt h setzt, zunächst auf die Gleichung 

6x + 7a — 75 8a — 35 

85 — sä" ~ 5a; — 7a + 76 * 

Hieraus sind die allgemeinen Gleichungen, welche denen := zi? 

(28) entsprechen, zu bilden. Diese führen auf 

m =14, w = — 11, mj = — 11, Wi = 14 

i? = 14, g = 11, p^ = 11, p, = 14. 

Die allgemeinen Gleichungen geben dann die beiden specielle: 

1 ^i^+ Vi. ~_1^ I" + 75 — I Ia; 

• ~7a + 7^ — IIa; Üa; — "l3a + 25 

8 a — 35 14a; + 13a— 25 8a -7 35 IIa; + 7a + 7£ ^ 

' 85 — 3a * IIa; + fcT+Tb 8 5 — ~3ä ' 14a; — 2a + V6^ 

Daher die gesuchte Gleichung 

14 a; + 2a — 1 35 _ /8a — Sby 14 a; + 13a — 2 5 ^.^ 

r4ä~^"2 5 — 13a ~ \85 — ~3ä/ ' 14a; + 135 - 20 ^^' »J- 

Um endlich noch die Gleichung 34^ auf diesem Weg^ 
zu bilden, mufs als Lösung 
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4) x=ya^ — Uab + h^ 

gegeben sein. Dann hat man nach (45) in Vif., wenn man 
^ojrfc — b statt b setzt, zunächst die Quotientengleichung 

13a -f- 136 + 3a? _ 4(6a + 26) 
4(56 + 2a) 13a + 136 — 3a; * 

et man hieraus die allgemeinen Gleichungen, so ergehen 
heiden Bedingungen 

m = 13, n= — 14, m^ = 14, w^ = — 13, 

p = 13, q 14, p, = 14, q, = - 13. 

^^^ :ffolgen aus den allgemeinen Gleichungen die speciellen: 

^ 13a; — 37a + 196 14a; — 26a + 266 

• 14a; — 26a + 266 13a; — 19a + 376 

5a + 26 13a; + 19a - 376^ _ 5a + 26 14a; + 2 6a~-266 
56 + 2a ' 14a; + 26a — 26T 56 + 2a * i3^+37a— 196 * 

er die gesuchte Gleichung 

13a; — 37a + 196 / 5a+26 \2 13a; + 19 a -376 

13a; + 376 - 19ä \56 + 2a/ ' r3a; — 196 + 37a ' 

Ändert man das Zeichen von x, was nicht in Betracht 
^^^^»:nmt, so wird die Gleichung identisch mit 346. 

Auf dem hier angegebenen Wege sind die meisten der 

^^l^ichungen 34 — 34^ entstanden. Zugleich ergiebt sich hieraus, 

^^Xr:s die Gröfsen m, n, p, q u. s. w. ihre Willkürlichkeit ein- 

^^i"sen und ganz bestimmte Werte haben müssen, sobald 

^^\>en der Lösung auch der quadratische konstante Faktor 

*-^^tgestellt ist. Es giebt in diesem Falle, abgesehen davon, 

^^r« man auch — x statt x setzen kann, nur eine einzige 

^l^ichung, welche den Anforderungen genügt 

Vollständige quadratische Gleichungen lassen 
^^^h nicht auf die hier verlangte Form bringen. Wie man 
^- B. in der Gleichung 

aa + |3 6 + yx ^^ / fta + vb y ^ a.^a + ß.^ b + y^x 

a,a + ^"i6 + Via; \/*ia + »'iV «3« + ßs^ + 73^ 

auch die Koefficienten bestimmen mag, die Gleichung wird 

nie mit x^ — («^ + b)x + a& = identisch oder durch x = a 

und x^=b erfüllt werden können. Bei den in Vm. und Vlh, 
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für vollständige quadratische Gleichungen aufgestellten Quo- 
tientengleichungen ist der hier in e. angegebene Weg nicht 
anwendbar; man konuut nur zu identischen Gleichungen. 



35. 



^ A G E 

^' ^ ■ :d =^ ^ ■ 

X -\- la -\- h X — a+6 oj— 6a + ^ 



bx + 3a — llft X — a+ IIb hx + la — 59& 



35i. 



35jj. 



35 



35,. 



35.. 



366. 



357« 



3o8, 



\j, x = ya^ — lOal + l\ 

a + 3&+4a; 3a + ^ a-\-x 

& + 3a+ 4.0; ' ~^h + x 'h^x 

L. iK = Yah. 

3a — 2a; 3a; — 26 9a + 46 — 12a; 

2a; — a 25 — x a + 46 — 4a; 

L. X ^=yah, 

4a; — a + 66 a; + 2a + 6 x-\-h 

3* 4a; — 6 + 5a a; + 26 + a x-\-a 

L. ic = ]/a2 — afe + fc^ 

a; + 2a + 6 3a; -f- 3a + 6 a; + öt + ^ 

a; + 2a — 6 3a; + 3a — 6 x -\- a — 6 

L. X = j/a« + h\ 



a + 36 + a; x -\- h a + 6 + a; 



^* 2a + 6 — a; a; — a-f-& a + 6 — a; 



a + 26 + ^ 3a;-f-<* — ^ a + 6 + a; 
+ 26 — X 3a; — a + 6 a + 6— a; 

L. x^yd' — h^ 

3a; + 4a — 6 a;+ 2a a; + 2a — 6 

3a; + 46— a * a;+26 a; + 26 — a 

L. a; = yAa" - lal + 46^. 

3a— 26 + 3a; a + 26 + a; 2a — 6 + 2a; 

36— 2a + 3a; * 6 + 2a + a; 26 — a + 2a; 

L. a; = ya^ - a& + h\ 



SSg. 
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3a + 22» + 3a; a + 26— 2« a; + 2a — h 



36 + 2a — 3a; 5 + 2a+2a; a; — 2& + a 



35io, 



L. rr = l/a^ + «6 + 6'. 

4a— h '\- X 13a — 6 + a; 17a + ft — a; 

46 — a + a; 136 — a -{- x 176 -{- a — x 



L. a; = 1/a« + 34a6 + 6^ 
a. Die vorstehenden Gleichungen haben die Form 

Den eigentlichen Schlüssel zur Aufstellung dieser Gleichungen 
liefern wiederum die symmetrischen Gleichungen des 4. Grades. 
Aus den Darstellungen von ty welche aus symmetrischen 
Gleichungen des 4. Grades abgeleitet sind, lassen sich leicht 
beliebig viele Gleichungen von der hier oben stehenden Form 
bilden. Man suche für die symmetrische Gleichung des 
4. Grades nur t^ . Sind die Radikanden von zwei beliebigen t, 

welche durch Quadratwurzeln ausgedrückt sind, -g und -^ , 

F 

der Radikand von t^ z=s — ^ so ist 

2 £+J/ „iVZ also (^^ + yX= ^ . 
^' x-y VF' \x-xj F 

Daher aus 1. und 2. die Gleichung 

A _^_^ 
B ' JD ~ F ' 

Dann ist nur x statt r zu setzen, und die Gleichung von der 

verlangten Form ist fertig. Nur hat man zu beachten, dafs 

die Gleichung nicht kubisch wird; es mufs sich x^ fortheben. 

Multiplicirt man z. B. die 4. und 7. Darstellung von t bei (6) 

in V. mit einander und setzt das Produkt gleich dem Quadrat 

der 12. Darstellung und x statt r, so erhält man 

I 7a — 6 + a; a + 66+a; a — 6 + a; 

76 — a + a; 6 + 6a + a; 6— -a + a; 
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Um die 11. Darstellung von t bei (6) in V. anzuwenden^ 
sind die vorhandenen, durch Quadratwurzeln ausgedrückten 
Darstellungen nicht ausreichend, oder man müfste das Pro- 
dukt der 1. und 2. Darstellung nehmen. Dann würde man 
jedoch mehr auf eine Gleichimg von der Form kommen, wie 
sie in V. behandelt sind, als auf eine Gleichung, wie sie hier 
verlangt werden. Aber man kann mit Hülfe des KS. aus 
der 1. und 2. Darstellung leicht zwei für unsem Zweck 
brauchbare Darstellungen bilden. Man hat, indem man x 

statt r setzt, 

^ ,2 ^ — h -\- X 6a 



6& h — a -^ X 

2. ^ = ^7a-}- 6 - a; ^ 
176 -{- a — X * 

Aus den beiden ersten Quotienten erhält man, indem 
man erstens den ersten Quotienten mit einer beliebigen 
Zahl 2 erweitert und den KS. mit Addition anwendet,, zwei- 
tens den zweiten mit derselben Zahl 2 erweitert und aber- 
mals den KS. mit Addition anwendet, die beiden neuen gleich- 
wertigen Quotienten 

-2 8a — 26 + 2a; 13a — 6 + a; 

"^ 186 — a + a; 86 — 2a + 2« * 

Das Produkt dieser beiden Quotienten mufs == ^ sein. Man 
hat daher 

g 4a — 6 + a; 13a — 6 + aj 17a -f- 6 — x r qr -i 

"46 — a + aj ' 136 - a + aj ~" 17^+ a - x '-S- oO^ol 

Man kann hier jedoch ganz allgemeine Gleichungen 
bilden und aus diesen beliebig viele specielle Gleichungen 
ableiten. Aus den beiden ersten Darstellungen von t bei 
(6) in V. 

hat man nach dem KS., indem man erstens den ersten Radi- 
kanden mit m, den zweiten mit n erweitert, zweitens um- 
gekehrt den ersten Radikanden mit w, den zweiten mit m 
und jedesmal den KS. mit Addition anwendet, allgemein 



.Q\ ± lA^* — ^ "b ^'^*" "f" ^^*^ i/ (a — h -\- r)n -^ Qam 

{ö) t—y ^-^ -^^^ __- ^ _^ ^y^^ — y g^^ _|_ (5 __ ^ ^ ^),^ 
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IXa. _.-=_. 



Nach 11. bei (6) in V. ist hier auch 



W -Vm 



+ a — r 

Bildet man jetzt ^ erstens aus dem Produkt der Darstellungen 
in (3), zweitens aus (4), setzt die für t^ gefundenen Aus- 
drücke einander gleich und x statt r, so hat man allgemein 

q (o — & + ^)^ + ^«^ (« — & + ^)w + 6«w» 17a + & — ^ 

65wi + (& — a + a;)w 6&n + (& — « + ^)w 17& + öt — ic 

L. x^YcF+'UäF+W. 

Die Gleichung ist quadratisch, da sich x^ fortheben mufs. 
— Setzt man w = 2, w = 1, so kommt man auf 2. oben 
oder [35i J. Setzt man weiter 1) m = 3, w = 1 ; 2) m == 3, 
n = 2, so giebt das bezw. 

3a — h -^ X I9a — 5 + a; 17a + ^ — ^ 



4. 



36 — a -\- X 19& — a -\- X 17b -\- a — x 



m, 5o — 6 + ic 10a — 6 + 0? 17a + 6 — x 

56 — a -{- X 106 — a + fl? 17 6 + a — x 



L, x = Ya^ + 34a6 + i\ 

Auch die 12. Darstellung von t bei (6) in V., welche 
schon oben zur Formirung der Gleichung 1 benutzt ist, läfst 
sich leicht zur Aufstellung einer allgemeinen Gleichung von 
der hier verlangten Form benutzen. Man hat aus (2) 



Daher allgemein 

//»N . 1 /a (a — 6 + r)m + 66n 

Die 12. Darstellung von t bei (6) in V. heifst 



(') '-vfi^n^r- 



+ 
Aus der 2. Darstellung oben in (3), aus (6) und (7) ergiebt 

sieb in der bekannten Weise, indem man den Faktor -r- 
fortiäfst, die allgemeine Gleichung 
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^, (a — & + ^)*'* + 6^** (öl — ^ + ^)^ +_6am^ __ a — & + ^ 
* 6awi + (6 — a + a;)n %bn -{- (b — a ^ x)tn b — a -\- x 



L. x = Ya^ + 34a6 + 61 

Setzt man m »= 1 , n — 1 ^ so erhält man 1. oben. Setzt 
man weiter 1) m = 2, n = 1; 2) m = 3, w = 1, so giebt 
das bezw. 

0? + « + 2& aJ + 13a — b x -{- a — b 



7. 



a; — a + *& a: + ll<* + 6 a; — a + & 



^^ a;4"<* + ^ rc + lö« — ^ x -\- a — b 

x—'a-\-Sb'x-\-ila-\-b x — a -{- b 



L. x = ya^ + Mab + 6«. 

Die 13. Darstellung bei (6) in V. giebt nichts Besonderes. 
Ihre Benutzung führt auf die allgemeine Gleichung 3, wenn 
man hier — x statt x setzt. Man hätte aus (5) zunächst zu 
bilden für f: 

a (a — 6 + ^)w» + 66w a (a — b + r)n + 6bm 

b 6am + (6 — a + **)** ^ 6<*n + (6 — a + r)m 

In derselben Weise, wie es hier mit den Darstellungen 
von t zu der symmetrischen Gleichung (5) in V. geschehen 
ist, kann man die Darstellungen von t bei jeder beliebigen 
symmetrischen Gleichung des 4. Grades zur Aufstellung von 
Gleichungen der hier verlangten Art benutzen. So sind für 
die symmetrische Gleichung des 4. Grades bei (7) in V. die 
zugehörigen Darstellungen von t bei (8) angegeben. Mit 
Benutzung der 11. Darstellung findet man hier auf dem oben 
gezeigten Wege die allgemeine Gleichung 

Q (3a — Sb-\-x)m-\-2an (8a — 36 + ^)** + 2aw la—9b-\-Sx 
* 2bm + (35 — 3a + xfn ' ^ftn^- (36 — 3a + a;)w "^Tft— 9a+3a; 



L, x = Yda"" - Uab + 9 

Setzt man 1) m = 1, n = 1; 2) wi = 2, n= 1; 
3) m = 3, n = 1, so giebt das bezw. • 

10 / ^^"-^^ + ^ V_ 7q — 96 + 3a; 
\hb— ^a + x) ~ 76 — 9a + 3a; 



11. 



4a — 36 + aj 7a— 36 + a? 7a — 96 + 3a; 

46 — ib + X ' 7b— 3a + a; "^ 76 — 9a + 8« 
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12 ^^« —-96 + 33? 9a— 36 4- a; 7a — 96 + 3a; 

• 116 — 9a + 3a; ' 96 — 3a + a; ~ 76 ~ 9ä"+'3^ "' ^' ^' 



L.x = Yda^ — Uab + 96^ 

Mit Benutzung der 12. Darstellung kommt man auf dem 
oben angegebenen Wege auf die allgemeine Gleichung 



13. 



(ßa—b+x)m-\-2an (3 a — 364-a;)n-|-26m 3a — 36+a; 

26w+(36 — 3a+a;)n * 2an+(36— 3a+a;)w 36 — 3a + a; 



L. x=^ ]/9a^— Uab + 961 

Setzt man hierin 1) w* = 1, n = 1; 2) m = 2, w = 1; 
3) 9^ =s 3, n = 1, so giebt das bezw. 

ba — 36 -|- rc 3a — 6 + rc 3a — 36 + a; 



14. 



15. 



16. 



56— -Sa + a? 36 — a + a; 36 — 3a + a; 

4a — 36 + a; 3a + 6 -|- a? 3a — 36 -|- a; 

76— 3a + a; * 36 — 2a +a? 36 — 3a + a; 

3a; + IIa — 96 a;+ 3a + 36 x + 3a— 36 

3a; — 7a + 96 ' a; — 3a + 96 a; + 36— 3a 



L. a: = y9a^ — 14a6 + 96^ 

Aus der 3., 7. und 10. Darstellung von t bei (10) in Vb. 
kann man hinschreiben 

^fu la — 6 + a; a-j-^H-^ ® — 6-|-^ 

36 — a -\- X 5a + 6 + ^ b — a -\' x 



L. x = ya^+ lOaft + l\ 

Aus der 3., 8. und 12. Darstellung von t bei (17) in Vc. 
kaim man hinschreiben 

^r. 13a— 36 -|- ^ 3a+ 76 + a? 3a— 36 + a; 

136 — 3a 4-^ ' 36+ la-\- x ~" 36— 3a + a; 

L. 3 = ]/9a2 + 82a6 + 961 

Um mit den Darstellungen von t^ welche zu einer sym- 
metrischen Gleichung des 4. Grades gehören, genau so ver- 
fahren zu können, wie es oben mehrfach durchgeführt ist, 
müssen für die Darstellungen von t zwei Bedingungen vor- 
handen sein: 1) die Koefficienten von r in 4 + y und in tx^y 
müssen einander gleich sein, wie dies in den beiden ersten 
Darstellungen von t bei (6), (8), (17) in V. der Fall ist; 

Bardey, rar Formation quadr. Oleich. 16 
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IXa. p • 7) =-jp • 

2) die Koefficienten von r im Zähler und Nenner von t^ 
müssen ebenfalls einander gleich sein, wie dies in der 11. Dar- 
Stellung an den angeführten Stellen der Fall ist. Nur unter 
diesen Bedingungen wird sich, wenn die Gleichung, wie oben 
angegeben ist, formirt wird, x^ fortheben. Sind diese Be- 
dingungen nicht vorhanden, so darf man in dem zweiten Faktor 
der quadratischen Gleichung nicht, wie es in den allgemeinen 
Gleichungen 3, 6 und 13 geschehen ist, die willkürliehen 
Faktoren n und m setzen, sondern mufs p und g nehmen. 
Wir wollen das an einem Beispiel zeigen. 

Nach den Darstellungen von t bei (3) in I. würde man 
auf dem oben angegebenen Wege die Gleichung 

{h — a + a;)m + 6«** (6 — a-|-a;)n+ 6a»» 3(5o + & + ^) 

ihm + {« — &+ ic)**' ^hn -{- {a — h -\- x)m »+66 + a; 

erhalten. Soll die höchste Potenz von x sich schliefslich 

fortheben, so müfste 

m n 3 



n m 1 



sein. Das ist nicht der Fall. Die Gleichung ist kubisch. Es 
ist eine dritte Wurzel hinzugekommen. Man findet als Losung 

a; = 3(a-6)(^ + ^)-lla + 56, Vf,? + lOcfft + ¥. 

Um auf eine quadratische GJöichiing von der verlangten 
Form zu kommen, mufs man zunächst bilden 

^ ^ 2öm + (a — h-\'X)n ' 2b p -\- {a — b -^ x)q a + öft + a? 

Soll diese Gleichung quadratisch sein, so ist zu setzen 

m p 3 j , 

— ' — = ^ , d. h. 
n q 1 ' 

mp = 3wg. 

Diese Bedingung wird am einfachsten erfüllt durch 

q = m, p = 3n. 

Setzt man dies in (8), so erhält man mit Fortlassung des 
Faktors 3 und mit einer kleinen Umstellung als die gesechte 
allgemeine Gleichung 
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(a; — h-\-a)m-\' 66w ' (aj — & -^a)n-\- 'ihm x-\'bh-\-a 



L. a: = -j/a« + lOafe + fe^. 

Setzt man m = n, so wird die Gleichung identisch. Setzt 
man 1) m = 1, n = — 1 ; 2) m = 2, n = 1, so erhält man: 

X — 7a + 6 X — 3a + 6 a; + 5a + 6 



20. 



21. 



X — 76 + a a; — 3& + a a;-|-56 + a 
a;-|-2a + 6 a;-|-3a + 6 x -\' ha -\' h 



a; + 26 + öt a; + 36 + « a; + 56 + « 

L. ir = ]/a«+ 10a6 + 6l 

b. Eine zweite Methode, Gleichungen von der oben an- 
gegebenen Form aufzustellen, wird dadurch gefunden, dafs 
man diese Gleichungen als eine allgemeinere Form der in VII. 
behandelten Gleichungen auffafst. Werden hier die beiden 
links stehenden Faktoren einander gleich, wie es z. B. oben 
in der Gleichung 10 der Fall ist, so nehmen die hier be- 
handelten Gleichungen die Form der Gleichungen in VII. an. 
Wir können daher die in VII. angegebenen Methoden auch 
hier benutzen. 

Ist die Lösung im voraus festgestellt, so suche man für 
dieselbe eine Gleichung von der in I. behandelten Form. Es 
möge gefunden sein 

Bezeichnet man den Wert dieser Quotienten mit X, so hat 
man nach dem ES. auch 

^ Am -|- Bn Ap + JBg 

^ "" JBw + Ow ~ Bp + Ci ' 

Sucht man aus beiden Gleichungen durch Multiplikation der 
gleichwertigen Quotienten X*, so erhält man 

,^^x Am + Bn Ap + Bq A 

^^^^ Bm + Cn * ~By+~Cq "Ö" ' 

eine Gleichung von der hier verlangten Form. Es ist nur 
Xioch zwischen m, n, p und q die Bedingung aufzustellen, 
dafs a^ schliefslich fortfiLllt. 

1 e.* 
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^^^' -¥'!) = ¥' 

Die Gleichung 7 in I. heifst, als Quotientengleichung 
geschrieben, 

,^^v 6ic — 4a -f 36 Ix — Sa -{• b 

^ ^ 7a; — 8a + 6 13a;— 12a — 66 ' 

Diese Gleichung hat die Form (8). Man hat also nach (10) 
hieraus hinzuschreiben 

(6a;— 4a+86)m4-(7a;— 8a + 6)n (6a;— 4a + 86)jp 4-( 7a; — 8a4-6) g 
(7a;— 8a+6)m+(13a;— 12a— 56)w * (7 o;— 8 a + b)p + (l's a;— 12a— 6 b)q 

(12) ^ 6a; — 4a + 86 

13a; — 12a; — 66 ' 

■ 

Soll sich seh lief slich x^ fortheben , so mufs man setzen 

/^o\ 6m -f - 7^t ^i' + 7g _6^ 

U^; 7m +'l3w * 71? + 18g "" 13 

26mp + S6np + 36mg -f 49ng 6 



49m|> + 91wp + 91m2 + 169wg 13 

Die Glieder mit np und mg heben sich nach dem KS. fort. 

Man hat 

26mp -|- 49ng 6 , , 

49mp~+~i69ng ™ 13 ' 

ömp = 13nq, 

Diese Bedingung wird erfüllt durch 1) m = 13, g = 5, 
n = 2? = 1 ; 2) m = 13, 2 = 5, w = jp = — 1 u. s. w. Damit 
erhält man aus (12) bezw. 

22 18a; — 16a + 10 6 10a; — IIa + 26 6a; — 4a + 36 

"26a; — 29a + 26~ ' 18a;— 17a — 66" 13a; — 12a — 66 

2« 29a; — 22a + 196^ 1 6a; — 18a + 6 6a; — 4a + 86 , 

"39ä~-^46a + 96~ * 29a; — 26a— 186 13a; — 12a — 66 

L. X ='Y^+b^, 

Man kommt durch die direkte Benutzung der Gleichung (11) 
zu grofsen Zahlen. Aufserdem ist die Bedingungsgleichung (13) 
komplicirter, als nötig ist. Man kommt einfacher zum Ziel, 
wenn man aus (11) nach dem KS. erst eine neue Quotienten- 
gleichung bildet, in welcher der Nenner links und der Zähler 
rechts kein x enthalten. Das giebt nach der vielfach an- 
gewendeten Weise 

.^ .V g + 86 + 4a; 3a + 46 

^^^ 126 — 6a "" a + 86 — 4a; * 
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Will man die Aufgabe allgemein weiter lösen, so mufs man 
aus dieser Gleichung und aus (11) eine allgemeine Gleichung 
"bilden, wie sie in (12) gebildet ist. Man kommt auf 

m p ö 

kann also setzen m = 5, g=13,|)==w beliebig. Man er- 
kennt aber auch, ohne die allgemeine Gleichung zu bilden, 
sofort, da der Quotient der Koefficienten von x^ links schliefs- 

lieh — werden mufs, wie man aus (14) zwei neue gleich- 
wertige Quotienten ableiten kann, welcjie für unsere Zwecke 
genügen. Man mufs erstens den ersten Quotienten mit 5 
erweitern und den KS. mit Addition anwenden, zweitens den 
zweiten Quotienten mit 13 erweitem und abermals den KS. 
mit Addition anwenden. Man erhält noch zwei brauchbare 
Quotienten, wenn man statt der Addition Subtraktion an- 
wendet. So erhält man aus (14) 

2a + 1^^ + 5a; 10a + 166 + ^ 

176 — ßa — X 2a + 296 — 13a? 

10a; -f g + 18 6 19a + 226 — 2a; 

2 a;— 13a + 266 9a + 466 — 26a; 

Diese Quotienten sind mit denen in (14), folglich auch mit 

denen in (11) gleichwertig. Man hat daher auf dem vielfach 

angewendeten Wege: 

QM 2a -f 116 + bx 10a + 156 + x 6a; — 4a + 36 

176 — 6a — a; * 2a + 296 — 13a; 13a; — 12a — 56 

10a; + a + 186 19a + 226 — 2a; 5a; — 4a + 36 



25. 



2a; — 13a -f- 266 9a + 466 — 26a; 13a; — 12a — 56 



Viel einfacher wird die Aufstellung einer Gleichung von 
der hier verlangten Form, wenn man von den in I. behan- 
delten oder entwickelten Gleichungen eine solche auswählt, 
in welcher die Koefficienten von x in den ungleichen Fak- 
toren einander gleich sind. 

Eine solche Gleichung ist 27 in I. Hier ist 19 a? = 19 a?. 

Als Quotientengleichung heifst dieselbe 

41a - 76 -f 19a; 19a + 196 + 17a; 



(15) 



19a + 196 + 17a; 416 — 7a -f 19a; 



27. 
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IXb. jB • ^ = ^ • 

Erweitert man erstens den ersten Qaotienten mit einer be- 
liebigen Zahl 2 ond wendet den ES. mit Addition an, zwei- 
tens den zweiten Qaotienten mit 2 und wendet abermals den 
ES. mit Addition an, so erhält man die beiden neuen gleich- 
wertigen Qaotienten 

,. ^. lOlg-f hh + 65a: 79o + 316 + 53a; 

^^ 31 o + 796 + 53a; ~ 1016 + 5o + 66a; 

Wendet man statt der Addition Subtraktion an^ so erhält man 

/Hrj\ 21a — 116 + 7a; 156 — a + 5x 

^ ^ 15a — 6 + hx 216 — IIa + Ix ' 

Die Qaotienten in (15), (16) und (17) sind alle gleich- 
wertig. Man erhalt aus (16) und (15) einerseits, aus (17) 
und (15) andrerseits: 

2a IQ^« 4- 56 + 55g 79a + 316 + 53a; 41a — 76 -fm 

1016 + 6a + bbx ' 796 + 31a + 53a; 416 — 7a -f 19a; 

21a — 116 + 7a? 156 — a + 5a; 41a-- 76 + 19a; 

216 — IIa + 7a; * 15a — 6 + 5a; 416 — 7a + 19^; 

L. x = Yda^-Uab + dV. 

Ist die Gleichung (9) von der Art, wie oben die Glei- 
chung (15), dafs die Eoefficienten Ton x in Ä und C einander 
gleich sind, so hat man, wie es oben in 3, 6, 9 u. s. w. ge- 
schehen ist, statt (10) nur zu schreiben 

x^j^v Am-{-Bn An -i- Bm A 

^^^^ Bm + Cn * Bn + Cm ~ ~C ' 

In dieser Gleichung mufs x^ fortfallen; denn man hat, weoB 
man entwickelt, 

(A- + B- '^mn + ABjm^ + w«) _ A^ 
{B^ + C^mti + BC{ni^ + n^ "" C 

Wenn nun x in A und C gleiche Eoefficienten hat^ so mufs 
die höchste Potenz Ton x auch in J.* + JS* und ^ + C ; 
wie auch in AB und BC gleiche EoefBcienten haben. Hat 
aber die höchste Potenz yon x im Zähler und Nenner sowohl 
links als rechts gleiche Eoefficienten, so muls sich dieselbe 
sehliefslich fortheben. 

Nehmen wir für m und n bezw. 1) 3, 1; 2) 3, — 1) 



TYh ^ E 231 

3) 3, — 2 und setzen für Ay JB, C die entsprechenden Aus- 
drücke aus (15), so erhalten wir: 

lla — h + ^lx 49a4-25& + SBrc 41a — 7& + 19a; 



28. 



29. 



716 — a + 37aj 49& + 25a + 85aj 416 — 7a+19aj 

13a — 56 + 5a; a + 46+2a; 41a — 76 + 19a; 

136 — 5a + 5a; * 6 + 4a4- 2a; 416 — 7a + 19a; 



qO ^5^—59^ + ^^^ 716 - 25a+13a; _ 41a — 76 + 19a; 

^ * 856 — 69a + 23a; * 71a — 256 + 13a; '" 416 — 7a+19a? "'^*^* 



L. a; = >/9a2 - Uab + 961 

Man wird jedoch mit Benutzung der in I. entwickelten 
oder vorkommenden Gleichungen meistens grofse Zahlen er- 
halten. Man thut auch hier am besten, wenn man von den 
einfachsten Quotienteugleichungen ausgeht, welche sich aus 
der durch die Lösung gegebenen Gleichung entwickeln lassen. 
Wir wollen auch hierfür einige Beispiele durchführen. 

Es sei als Lösung 

1) x=^yäb 

gegeben. Dann hat man hieraus zunächst die Quotienten- 
gfeichung 

(19) -J = f • 

Nach (18) ist hieraus hinzuschreiben 

qi am -|- wa; an + wa; a 

hm + nx hn -|- wa; 6 

L. a? = Yab. 

Die Nenner sind vertauscht, damit die abgeleiteten 
Gleichungen mehr Symmetrie haben. — Setzt man für m 
und n bezw. 1) 2, 1; 2) 2, — 1; 3) 3, 2, so erhält man die 
Gleichungen: 

32. 
33. 
34. 



2a -f- 


X 


a + \ 


IX 




a 


26 + 


X 


6 + 2 


)X 


6 


2a — 


X 


2a; — 


a 




a 


26 


X 


2a; — 


6 




6 


3a + 


2x 


2a + 


3a; 




a 


26 + 


2x 


26 + 


3a; 




6 


L. X 


= 


Vab. 
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Rechts steht immer derselbe Quotient. Dies wird auc 
bei allen solchen Entwickelungen der Fall sein^ die mit B< 
nutzung einer Gleichung gemacht werden, wie sie in I. vo; 
kommen. Man kann aber auch rechts zu allgemeinen 
Formen gelangen. In der Regel werden diese allgemein! 
Gleichungen sehr umfangreich, hier aber ist dieselbe leie~ 
aufgestellt, weil die zur Lösung gehörige Quotientengleichui 
(19) besonders einfach ist. Aus (19) hat man durch ko 
Addition 

(0(\\ ♦'^^ + **^ ^^ 4" **^ 

^ ^ pa + 2^ px + gb 

Erweitert man jetzt erstens den ersten Quotienten mit 
den zweiten mit n, zweitens den ersten mit |), den zwei'fc^sii 
mit q und wendet jedesmal den ES. mit Addition an, so ^t- 
hält man die beiden neuen gleichwertigen Quotienten 

/'91^ m^a-^-^mnx + n^h mpa-\-{^P'\-mq)x-\-nqb 

^ ^ mpa-{-{np'\-mq)x-\-nqh p*a + ^iJga; + g*6 

Diese Gleichung ist schon in I. 69 aufgeführt. Setzt man die . 
Produkte aus den gleichwertigen Quotienten in (20) und (ßl) 
einander gleich, so hat man ganz allgemein für die gegebene 
Lösung die quadratische Gleichung von der hier verlangten 
Form 



35. 



pa + ^^ P^ + 3& P^(* + 2p2rc + 2*^ 



L. X = yab. 

Setzt man für m, n, p, q bezw. 1) 1, 2, 2, 1 ; 2) 3, 1, 1, 3; 
3) 2, — 1, 2, 1, so erhält man 



36. 
37. 



a + 2x 


x+ 26 


b + 2x 


x-\-2a 


Sa + x 


Sx + b 


Sb + x 


Sx + a 


2a — X 


2x —b 

• — . - ■ , — 



a + 4&+ *^ 
& + 4«+ 4a; 

96+ a + 6a; 



rtQ «v* — .*/ «o/ — 1/ 4a 4" 6 — 4a; 

dO« — i • -j: j— r- = -; j — =— -j — U. S. W. 

2a-\-x 2a;+6 4a + 6+4a; 

L. a; = Yab. 

Setzt man m = 3, n= — 2, p = — 1, g = 2, so er- 
hält man die oben angeführte Gleichung 352- Die Gleichung 35i 
ist nicht in 35 enthalten. 
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Hier haben wir in 36 — 38 für jeden neuen Quotienten 
lits auch links ein neues Produkt. Dafs man denselben 
Q i-iotienten rechts durch unzählig viele Produkte ausdrücken 
ka^nn^ ist schon oben mehrfach gezeigt. Für die Gleichung 36 
a.r z.B. m = 1, w = 2, ^ = 2, g = l gesetzt. Dann gehen 
Gleichungen (20) und (21) über in 



(22) 



(23) 



a + 46+4aj 2a + 26 + Ba? 



2a + 2& + 6aj 4a + 5 + 4a; 

A^lle diese vier Quotienten sind gleichwertig. Bildet man 
»•US den beiden ersteren nach dem KS. die beiden allgemeinen 
gleichwertigen Quotienten, so erhält man aus (22) und (23) 
^^ch (18) die allgemeine Gleichung 

(a-|-2a;)m + (26 + a?)n (a+2a;)w+(26+a?)m a+ib + ^x 

' (2a+x)m + {2X'{-b)n ' (2a+a?)w+(2a;+&)m 6+4a+4aj 

L. 0? = yäb. 

Setzt man hierin für m und n bezw. 1) 1, 1; 2) 1, — 1; 
ä) 3, 1; 4) 3; — 1, so erhält man: 



4:0 ( ^ + ^^+ ^ ^Y a + 4&+ 4a; 

^' \b-{.2a+Bx/ ~ 6 + 4a+4a; 

^^ / g — 26 + a; \g _ a + 4& + 4a; 

-*• \b — 2a + x/ ~6 + 4a-|-4a; 



*2. 



4.3. 



8a 4- 26 4- 7a; a + Qb'\- 6x a + 46-f 4a; 

36 + 2a + 7x ' b + Qa + 6x 6 4" 4a + 4a; 

da — 26 4" Ö^ 66 — a 4- •'c a 4- 46 4- 4a; 

86 — 2a 4- 6a? ' 6a — 6 4- ^ X4- 4a + 4a; 



u. S. w. 



Die Gleichungen 40 und 41, in welchen die beiden 
Faktoren links einander gleich geworden sind, gehören, genau 
genommen, in den 7. Abschnitt. 

In derselben Weise würde man statt der einzelnen 
Oleichungen 37 und 38 beliebig viele hinschreiben können, 
"vrelche alle rechts den Quotienten in 37 oder 38 haben. 
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Es sei als Lösung 

2) x«-ya^+l^ 
gegeben. Dann hat man zunächst einfach 

Schon aus dieser Gleichung lassen sich beliebig viele Glei- 
chungen von der hier verlangten Form hinschreiben. Nach (18) 
hat man allgemein 

AA (^ + «)wi + 6w {x -\- a)n -\- hm x-^a 

{x — a)n -\- hm {x — ä)ni -{- bn x — a 



Setzt man hierin für m und n bezw. 1) 2, 1; 2) 1, 3; 
3) 3, 2, so giebt das: 

2a — 2a-|-6 x — a + 26 x — a 

X + a + Sb ^x + Sa ^h x + a 



46. 



X — a + 36 Sx — 3a + & ^ — öt 



--. Sx + Sa + 2b 2a; + 2a+.36 x + a 

*'• 3aj-3a + 2& 2a; — 2a + 3& x--a "' «' ^' 



h. x = Ya^ + l\ 

Vertauscht man x mit a, so wird die Lösung 

x^ya^ — h\ 

Um auch rechts verschiedene Quotienten zü erhalten, 
man durch korr. Add. aus (24) 

/9P;\ (x + a)m -\- bn hm -\- {x — a)n 

^ ^ (« + o^P + ^? hp + {x ^ a)q 

Wendet man auf diese Gleichung den KS. in derselben Weise 
an, wie es oben bei (20) geschehen ist, um (21) zu bilden, 
so erhält man 

{x + «)w^ + ^mnh + (^ — ^)*** 



(26) 



{x -|- a)mp •+ {np + mq)b -\- (x — a)nq 

(x + a)mp + ('^P + wg)6 -\- (x — a)nq 



"^ {x +■ a)p^ + 2pqb + (^ — »)2* 

Man erhält diese Gleichung auch aus der Formel III in !•; 
wenn man dort, wie hier aus (24) folgt, Ä^^ x -\- a, 5 «* ^ 

C =^ X — a setzt 



.^, A C E 235 

Bildet man jetzt in (25) und (26) die Produkte der 
gleichwertigen Quotienten und setzt dieselben einander gleich, 
so mufs, wenn x^ sich fortheben soll, sein 



mn 






pq p^ + g» 

^ 4- X = :?L 4_ A 

g, P w ' m ' 

p m n 
q n ^ m 

Da der erste Wert die Gleichung identisch macht, so kann nur 

p = n^ q = m 

genommen werden. Dann erhält man aus (25) und (26) nach 
dem vielfach angewendeten Verfahren 

{X'\-a)n'\-bm few + C^J — a)w (X'\-a)n*-\-2mnb-\'{x^a)m^ 

L. x=ya^ + b\ 

Setzt man hierin für m und n bezw. 1) 2, 1; 2) 3, 1, 
so erhält man: 



49, 



2a? + 2a4- b x — a -}- 2b 5« + 3a + 4& 

2x — 2a-\- b * a? + a + 26 5a; — 3a + 46 



"O 3a;+ 3a + & a; — g + 36 6x + 4a -f 36 

* 3aj— 3a + 6 * a; + a + 36 ~ bx - 4tt + 36 ^* ^' ^* 



L. x = Ya^ + &l 

Dafs man aus jeder dieser Gleichungen beliebig viele 
andere von derselben Form bilden kann, welche alle rechts 
denselben Koefficienten haben, ist oben an der Gleichung 36 
gezeigt. In der Weise erhält man aus 49 allgemein 

.^1 (2a; + 2a+6)tn+(a;— a-f26)ti (2x + 2a + b)n-\-(x—a + 2b)m 
^ (2^^2a+6)7«-t-(a;+ä + 26)^1 ' i2x — 2 ä-^bjn^{x+ a + 2"6)w 

6x + 3a + 46 



5a; — 3a + 46 



L. x = yä^-{-b\ 

Setzt man hierin für m und n bezw. 1) 1, 1; 2) 2, — 1; 
3) 3, 1; 4) 3, 2, so erhält man: 
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\3a:— a + 36/ ~ 5a: — 3a -f 46 
3a;+5o 36 — 4a 6x '^- Sa -{- Ah 



53. 



64. 



3a;— 5a 36 + 4a bx — Sa + Ab 

7rc + 5a + 56 5a; — a + 76 Öa? + 3a + 46 

7a? — 5a 4- 5ö Sx -{- a -{- Ib bx — 3a + 46 



ww 8a; 4- 4a + 76 7a; + a + 86 5a; + 3a + 46 

' 8a; — 4a + 76 ' 7a; — a + 86 ~ 5x — 3a + 46 ^ ^' ' 



Die Gleichimgeii 52 und 53 gehören ihrer Form nach 
nicht ganz hierher, 52 gehört nach VII., 53 nach VI. Setzt 
man ♦» = 2, n = 1 oder ♦» = 1, « = 2, so wird die ent- 
stehende Gleichung identisch. 

Es sei als Losung noch 



3) a;=]/a* — 6* 
gegeben. Dann hat man 

(27) fL+^ = _^. 

^ ^ 6 a — X 

Wie bei (25) und (26) !> = n, q = m sein mufete, wenn 
die Endgleichung quadratisch werden sollte, so findet man 
hier i> = w, q = — m. Dann erhält man auf dem oben an- 
gegebenen Wege die allgemeine Gleichung 

m^ (a -f- ^)wi + bn 6iii + (a — x)n 
* (a + x)n — 6ffi 6n — (a — x)m 

_ (a + x)m^ + 2mn6 + (a -^ >>1 
(a + x)n* — 2mn6 + (a -"^^ 

L. a; = ]/a* — 61 

Setzt man für w und n bezw. 1) 2, 1; 2) 3, 1, so er- 
halt man: 

2j;+2tt + 6 a + 26 — a; 5a + 46 + 3a; 

^'' 2a:— 2a~+~6" ' 7i — 26 + a; 5a — 46 — 3a; 

-o 3a;+3a + 6 a + 36 — a; 5a + 36 + 4a; 

Oö. ~T ;; : — 7~ • zn — : ~~~ ~z ^n )i — U« S. W. 

3x— 3a + 6 a — 3b + x ba — 3b — ix 



L. o; = Ya* - b\ 
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IXb. ^- • ^ = ^ • 

Noch einfacher kann man aus der gegebenen Lösung 
lachst bilden 

(28) -^5±1 ^. 

eraus hat man allgemein 

(a + ^)^ -{- nx («4* ^)P + (Z^ a-\-b 

(a — 6)% + ^^ (^ — ^)ü ~\- P^ a — h 



Setzt man für m, n, p und g bezw. 1) 1, 1, 1, — 1; 
2y 1, 1, 2, so erhält man: 

X -{- a -\- h a -}- h — x a + 6 



X — a -{- b a — b -\- X a — b 
2a-f 26 + ^ a + b-\-2x a + b 



XX. s. w. 



2a — 2& 4" ^ ^ — b -\- 2x a — b 

L. x = ya^—b\ 

Allgemeiner erhält man aus (28) auf dem oben bei 1) 
i 2) angegebenen Wege 

(a + &)w + ^^ w^ + (öt — &)** 
(a + &)|} + gaj px + (a — &)g 

(a + 6)w* + (a — 6)w* + 2mnx 
(a + 2>)j3* + (öt — &)2* + 2pqx 



L. a; = j/a^ — 62. 

Setzt man für m, n, p und q bezw. 1) 2, 1, 1, 2; 
3; 1; 1; 3; 3) 3, 2y 1^ 4^ so erhält man: 

2a+ 2b + X 2x + a — b 6o + 3& + ^^ 

2a; + a + & 6a — 3& + ^^ 

3a: + « — ^ ba -{' ^b -\' Sx 

\x 

— u. s. w. 
4a; -t~ * "t" ^ ^'^® — löo -f- öa; 

L. ic=ya^ — &2. 

C. Die hier in b. angegebene Methode ist für eine im 
*aus gegebene Lösung erschöpfend und liefert auch un- 
iwer eine grofse Anzahl von Gleichungen. Will man 
och für eine gegebene Lösung nur eine oder einige Glei- 
angen von der hier behandelten Form aufstellen^ so kann 



2a— 2b + X 


3a+ 3& -f ^ 


3a— 36 + ^ 


3a + 36 + 2a; 



3a; + a + 6 5a — 46 + 3a; 

3a; + 2a — 26 13 a + 56 + 12a; 

4a— 46 +~x * 4d; 4- a + 6 17a— 156 + 8a; 
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man auf einem anderen Wege noch leichter zum Ziele ge- 
langen. Denkt man, dafs der in allen Gleichongen, welche 
in VI. aufgestellt sind, Yorkommende konstante Faktor auch x 
enthält^ so nehmen jene Gleichungen die Form an^ welche 
die hier voranstehenden Gleichungen haben. Es ist beson- 
ders die in V. und VI. vielfach angewendete, bei (22) und (22^) 
in Eb. dargestellte Methode auch hier anwendbar. Wie man^ 
aus zwei gleichen Quotienten einen konstanten Faktor aus-^ 

scheiden kann, z. B. bei (31) in Ve. den Faktor y, bei (^^ 

in VIb. den Faktor ^ Z. h p ^^ kann man aus zwei gleiche/y 

Quotienten auch ebenso gut einen Faktor ausscheiden, der a; 
onthiilt. 

Ist allgemein die Gleichung 

(29) i = -i 

gegeben, so kann man aus derselben nach Eb. die Gleichung 

,rt,.x Am + Cn A^ Dp + Cq 

^ '^ Jim + J)n'^ 1) ' Bp + Aq 

bilden. Man hätte auch auf demselben Wege ebenso gut 
bildon können 

V*U Bm + lW~ B ' 'Cp + Bq ' 

Die (iloichungen (30) und (31) haben die hier verlangte 
Form, wenn j4, if, C, 2) lineare Ausdrücke von x sind. 

Mau kaiui auch noch allgemeiner verfahren. Man kann 
aus (20) durch korr. Add. zunächst bilden 

/»>%>\ '^•** -{- Bh Cm 4- -Pw 
v^-^ Ap + jBj ™ Cp + Dq ' 

Dann kann man aus dieser Gleichung, wie oben (31) aus (29) 
gobildot ist, die allgemeinste Gleichung dieser Art hin- 
so.hrt>ilH>n 

^'^'^^ M,> + B^)m, + iCp + Dq)^ 

Cm + /)w ^Am + Bh)p, + {Ap + Bq)q, \ 
** -4|» + Bq ' {Cm + Dm)p, + {Cp + Dq)q, 
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Die Gleichung enthält acht willkürliche Faktoren, über 
welche man beliebig verfügen kann. 

Wir wollen das Verfahren an einigen Beispielen durch- 
führen. 

Es sei als Lösung 



• 1) x-^Ya^ -ah + V 

gegeben. Dann hat man 

x^ = {a- hf + aft 

(34) x + a^h _ a_ 

^ ^ Ä — a + 6 

Aus diesen beiden Quotienten kann man, wie es yielfach 
in V. geschehen ist, zwei gleichwertige Ausdrücke bilden, 

welche den gemeinschaftlichen Faktor -^ haben. Man kann 

aber auch zwei gleichwertige Ausdrücke bilden, welche den 
gemeinschaftlichen Faktor 

X -\' a — h 
Xt — a + i 

haben y wo a? + a — h der Zähler des einen Quotienten, 
X — a + 6 der Nenner des andern ist. Bezeichnet man den 
Wert der Quotienten in (34) mit X, so hat man auch 

(^f\\ IT a? + Q — ^ X — a-J-6 aj + a— 6 a 

^ ^ X — + 6 h X — a '\- i X -\- a — h 

Bildet man nun in (34) «und (35) nach dem KS. die 
allgemeinen Ausdrücke für X und setzt diese einander gleich, 
so erhält man die Gleichung 

,c^a\ {pc -\- a — h)m 4- an x '\- a — b (o? — a + ^)P + «2 
^ ^ bm -{- {x — a + &)** *** X — a'\-b bp'^{X'^a — b)q 

Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs 

m p 
n q 

Werden. Setzt man dah^ p = m^ q «^ n, so erhält man für 
die gegebene Losung die allgemeine Gleichung 

t»^ {x -\' a — 6)iB -f* ^^ X -{- a — b (x — a -{- b)m + an 

bm + (^ — <* + ^)** ^ — a -\- b bm -\- {x -}- a — 6)m 

L. x = Ya^ — aft + 61 
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Setzt man hierin für m und n bezw. 1) 2, 1; 2) 3,2, so 
erhält man: 



67. 



jS« + 8« — 2b x + a— 6 2«— a + 26 

X — a + 35 X — a-\- b x -\- a -}- b 



/»o Sa; 4- 5 öl — 3^ a; 4- « ~ ^ 3a;— a + ^fe 

'•*• 2« — 2a + 66 "" « — a + 6 ' 2a?+2a+ 6 ^' ®' ^' 

L. a; = Ya^ — ab + b\ 

Wendet man auf (34) korr. Add. an, so erhält man zwei 

neue Quotienten, die unter einander gleich, aber mit den 

gegebenen ungleichwertig sind. Aus jeder solchen Quotienten- 

gleichung lassen sich, wie es oben bei der Gleichung (29) 

gezeigt ist, allgemeine Gleichungen und somit beliebig viele 

specielle Gleichungen von der hier verlangten Form ableiten. 

Nimmt man z. B. der Gleichung (32) entsprechend wi=«3; 

n = 2y p = 2, 3 = 3, so erhält man durch korr. Addition 

aus (34) 

/Q^N 3a; + 3a-— b 2a;-f a + 2b 

^^ 2a; + 2a+6 "" Sx—a + Sb ' 

Hier kann man den Faktor 

3ag + 3a— 6 
3a; + 36— a 

ausscheiden. Dann erhält man, wenn man die übrig bleiben- 
den Quotienten, wie auch die in (37), allgemein ausdrückt, 
nach der Analogie von (30) flie allgemeine Gleichung 



69. 



(3a; + 3a — b)m + (2a; + a + 26)» 



(2a; + 2a + b)m + (3a; — a + 36)n 

3a; + 3a— 6 (3a; -f 36 — a)p + (2a; + g + 2&)g , 
*^ 3a; + 36 — a (2a; + 2a + b)p + (3a; + 3a — b)q 

Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs manfJ^'W» 
q = n setzen. Dann wird die Lösung 

Setzt man für m und n, also auch für p und q bezw. 
1) 1, 1; 2) 1, — 1; 3) 3, 1, so erhält man: 



70. 



_6^jj-_4a+6 3a;4-3a— 6 x-\-b 

6a;4-46+a 3a; -f 36 — a x-\-a 
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71. 



Ä + 2a — 36 Sx 4- 3 a'— 6 

rc + 26 — 3a 3ä; + 36 — a 

IIa? 4- 10a — b 3a; + 3a— 6 

9a; + 5a + 66 3a; + 36— a 9a; + 9a + 26 



E 








F ' 








X — 


2a 


+ & 




X — 


26 


+ a 




IIa; 


+ 


116 


2a 



?2. 

L. a; = Ya^ -— ab + 

Um die speciellen Gleichungen 35^ und 35g auf diesem 
SVege abzuleiten; hat man aus (34) durch Umstellung 

(38) ^^^±1^ " 

^ ^ 6 X -{- a — 6 

md hieraus nach dem ES. leicht 

,QQ\ X + b a; + 2a + 6 3a; — 2a + 36 

^ ^ x + a ~ 3a; + 3a — 26 a; + a + 26 * 

Bei den letzten beiden Quotienten ist der Quotient 

a; + 2a + 6 
a; + 26 -f a 

sds Faktor vorzuziehen und auf die noch bleibenden gleichen 
Quotienten der ES. einfach mit Addition anzuwenden. Das 
giebt dann aus (39) 

a;4-6 a; + 2a4-^ 4^ — a+66 r- qe-i 

x + a ~ a; + 26 + a ' 4a; — 6+ 6a ^^' ^^^' 

Weiter hat man aus (38) nach dem ES. leicht 

2a; — a + 26 x -\- a -}- b 

a; + a + 6 "^ 2a; + 2a — 6 

Multiplicirt man diese beiden Quotienten, welche denen 

in (39) gleichwertig sind, mit einander, ebenso die beiden 

letzten in (39) und setzt die Produkte einander gleich, so 

erhalt man 

2a;— a + 26 a; + 2a + 6 3a; — 2a + 36 ^ oe t 

2a;— 6 + 2a ~ ¥+ 26 + « * 3a; — 26 + 3a L^' »J* 

Um 309 zu bilden, hat man in dieser Gleichung nur 
^ b statt b zu setzen. 
Es sei als Lösung 

2) x=ya^'- lOab + b^ 
gegeben. Dann hat man zunächst die Quotientengleichung 

^ ^ 6a a + 6 — a; 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 16 
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Um gerade auf die Gleichung 35 zu kommen^ hat man hieraus 
durch korr. Add. und nach dem ES. 

^ ^ X — 6a+h X — a + h a + Bb + 3x ' 

Die beiden ersten Quotienten sind aus (40) durch einfache 
korr. Add. gebildet. Der letzte Quotient folgt aus den beiden 
ersten nach dem KS., nachdem man den ersten mit — 1, 
den zweiten mit 4 erweitert hat. Aus den beiden letzten 
Quotienten hat man^ indem man den geeigneten Quotienten 
vorzieht^ nach (22) in Eb. als gleichwertige Ausdrücke 

^A9\ 6a; + 3a*— 116 a -{- Sb — x a — b — x 

^ ^ x-- a + b bx + Sa^^nb a + 3b + Sx 

Aus den beiden gleichen in Klammem stehenden Ausdrücken 

findet man, indem man den ersten mit 4; den zweiten mit 

— 5 erweitert, nach dem KS. den neuen gleichwertigen 

Quotienten 

X — a + 176 
6a; + 7a — 696 ' 

Dann ergiebt sich aus (41) und (42) die Gleichung [35] 

7a 4- 6 + ^ 5a; + 3a — 116 x — a + 176 

X — 5a + 6 X — a 4- 6 6a; + 7a - 696 

L. x = ya^ — lOab + b\ 

Um auf diesem Wege die Gleichung 35^ zu bilden, mufs 
als Lösung 

3) x = yäb 

gegeben sein. Dann hat man 

a X a-\-x 3a + a; a-|-3a; 

X 6 b'\-x '^ 3a; + 6 a;+ 36 ' 

Sondert man aus den beiden letzten Quotienten den Faktor 

3 a ^- X 

», T aus und bildet aus den bleibenden Quotienten einen 
öo -\- X 

neuen gleichwertigen Quotienten, indem man den KS. mi* 

Addition anwendet, so erhält man 

a -^ X 3a + ^ a + 36+4a; 

b + X 36 + a; ' 6 + 3a+ 4a; ' 

d. h. die Gleichung 35i. 
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Um 364 zu bilden, mufs als Lösung 



4) x = Ya^ + 6^ 

gegeben sein. Dann hat man, wie nach dem Obigen leicht 
verständlich ist, 

X -{• b a X -\- a -{• b 

a X — h X -\- a — b 

aj-+ 2a + & 2a; + a + 26 

2x -\- a — 2b ic + 2a — 6 

a; + 2a + 6 3a; + 3a + 6 

"~ a; + 2a - 6 ' 3a; + 3a — 6 ^' ^* ^* 
t 

Für dieselbe Lösung hat man, indem man die beiden 
ersten Quotienten durch korr. Add. aus den eben zuerst auf- 
gestellten bildet und die beiden folgenden aus diesen nach 
"dem KS. ableitet, 

X -\- b a x — a -{- b 2a; — a+26 

a -{- b -\- X a — 6+a; 26 a + 36 + a; 

X — a + 6 2a -{- b — x 
a + 36-J-a; a -\- b — x 

Das giebt die Gleichung 355. — Oder man hat einerseits 

/j^Q\ -y a + b -{■ X 26 a + 36 + a; 

^ -^ a a + 6 — a; 2a + ^ — ^' 

andrerseits 



u. s. w. 



X __■ ^ + ^ + ^ 
a -\- b — X 



a -\- b — X 26 



a a + 6 + a; 

a+6+a; x — a + 6 

a+6 — X a; + 6 

Setzt man den dritten Quotienten in (43) gleich dem letzten 
Ausdruck, so erhält man die Gleichung 35ß. 
Um 35e zu bilden, mufs als Lösung 



5) X = Yo? — l^ 

gegeben sein. Dann hat man, wie nach dem Obigen leicht 
^verständlich ist, 

a + X 6 a + 6 + a; , , 

— i — = SS — , — , und auch 

6 a — X a + 6 — x^ 

a + 26 + a; 2a + 2a; + 6 

6 + 2a — 2a; 26 + a — a; ' 

16* 



244 ,Y A _^ Ä 

also nach dem vielfach aDgewendeten Verfahren 

o4-& + ^ + 26+^ ^ — h -\- Sx 

a -\- b — X a + 26 — x b — a + 3a: 

um 35^ zu bilden, mufs als Losung 



[8. 35,]. 



und 



6) x=y4a* — iab + Ab* 
gegeben sein. Dann hat man 

rc« = 4(a — Vf + ah 

X -\- 1a — "ib 6 X -^-la^h 

ö X — 2a + 25 a;+ ?6 — a ' 

a; + 2<* 2ag + 4a — 36 

2a; — 3a + 46 a; + 26 ' 

Mithin nach dem vielfach angewendeten Verfahren 

aj + 2a — 6 x ■\- *ia Zx •\- ^a — 6 p ge -i 

j; 4-26 — ~ a; + 26 ' 3a: + 46 — a '-®* ^^^J- 

Auch aus Quotientengleichungen; wie sie in [18] bis 
[28] oder im 4. Abschnitt vorkommen, lassen sich auf diesem 
Wege mit Leichtigkeit beliebig viele Gleichungen von der 
hier verlangten Art ableiten. 

Es sei z. B. 

-. a; + 5o + 6 _ a; — a + 6 ^ ^^-, 
'^ a;-3a + 6 "" a - a: + 36 L«- ^^J 



L. a; = Va«+lÖä6 + R 

gegeben. Dann hat man, wenn man den Wert dieser Quo- 
tienten mit X bezeichnet, 

(\£\ T X — a •\-b X •\-ha +_6 a; — 3a +6 

^ ^ ir — 3a+6' x ^ a -\-^ a — a;+ 36 

Es kommt nun darauf an, aus den beiden in (44) vorkom- 
menden gleichen Quotienten, wie auch aus den beiden ge- 
gebenen nach dem KS. zwei neue Quotienten zu bilden von 
der Art, dafs sich bei der Substitution dieser in (44) und' 
7) schliefslich eine Gleichung von der hier verlangten Form 
ei^ebt, in welcher sich z* forthebt Die Bildung des einen 
der neuen Quotienten ist willkürlich. Hat man den einen 
gebildet y so ist damit die Bildung des andern schon vorge- 
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schrieben. Erweitern wir in der gegebenen Gleichung den 
ersten Quotienten beliebig mit 2, den zweiten beliebig mit 
— 1 und wenden den KS. mit Addition an, so erhalten wir 
den neuen gleichwertigen Quotienten 

(45) Z=|JlIifL±4. 

Das Glied mit der höchsten Potenz von x im Zähler, 
dividirt durch das entsprechende Glied im Nenner, giebt ^. 
In dem in (44) ausgesonderten Quotienten ist das ange- 
gebene Verhältnis ^. Soll daher x^ sich schliefslich fort- 
heben, so mufs in dem neuen Quotienten, der aus den beiden 
gleichwertigen Quotienten in (44) zu bilden ist, das Verhältnis 
der Glieder mit der höchsten Potenz von a; = ^ sein. Man 
mufs daher von den beiden gleichen Quotienten in (44) den 
ersten mit 2, den zweiten mit — 1 erweitern und den KS. 
mit Addition anwenden. Dann erhält man aus (44) 

/Aa\ V X — a + h x + 13a + b 

(46) X=-— 



74. 



x—Ha-\-b 3x — 3a — b 
Aus (45) und (46) hat man daher 

X — a -f 6 X -\- 13a -f- ^ ^ + H« + ^ 

X — 3a -f- ft * 3a; — 3a — b dx — 7a —b 



L. x==ya' + lOab -f 6^ 

Allgemeiner verfahrt man nach (29) und (30) und bildet 
aus der gegebenen Gleichung zunächst allgemein 

, .-V (a; + 6a + b)m -f- {x — a -f fe)^ 
^ ^ (ä — 3a + b)m +^0"— x + 36)w 

X — a-|-ft {x -\- 6 a -\- b)p -^ {x — Ba -{- b)q 
X — Sa + b {x — a + b)p -f (a — ic + 3ö)g 

Soll sich hierin a? fortheben, so mufs man setzen: 

'?L±i' = ^+i, d. h, 

m — n JP — 2 

m jp 

n 3 ' 

also am einfachsten p = m, g = w. Setzt man dann in (47) 
för m und n bezw. 2 und — 1, so erhält man 74. Setzt 
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man weiter bezw. 1) 2, I5 2) 3, 1, so erhält man mit einer 
kleinen Umstellung: 

3a: + ^ö + 3^ 05 — a + & 



76. 



3a; 4- 7a + 36 x — Za-^-h 



*'•• 2ä~+ 6a + 2& ~ a; — 3a + & * a; — a + 3& "• S' ^- 



« — 


6a + 66 


X - 


-a + 66 


a; — 


4a + 36 



L. a; = yoM^lOat + 61 

Es sei 

J.V 3a--26 + 3a; _ a; — a + 26 p oq-i 
ö; a - 26 + a; ~ 3a; - 3a + 26 »-S- ^^J 

L. X ^=^^a{a — b) 

gegeben. Dann kann man nach (31) aus dieser Gleichung 
sofort hinschreiben 

r ,^x (3a — 26 + 3a;)w + (a; — - a + 26)w 
^ ^ (a — 26 + x)m + (3a; — 3a + 26)w 

_ X — a + 26 ( 3a — 2 6 + 3a;)p + (a; + a — 2j)g 
~" 5 + a — 26 ' (x — ä~+ 2b)p + (3a; — 3a + n)q 

Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs man setzen 

Sm + n ^_ Sp+ q ^ ^ 
m + 3n p -\- 3g' 

p = w, g = n. 

Setzt man dann weiter för m und n bezw. 1) 1, 1; 2) 1, 
— f, so erhält man aus (48): 

2a; + a a; — a + 26 x -{- a — 6 



77. 



2a; — a as + a — 26 x — a + 6 



„o 2a — 26 + a; a; — a + 26 a4-x 

78. z ^rr- — = — i —^ • — ' — u. 8. w. 

2a — 26 — a; ar + « — 26 a^x 



L. X = ya{a — 6). 
Es sei 

(.X 3a — 26 + 3a; _ je — T^a + 86^ ^ ^ . , 
-J a — 26+« ~"3a;- 5a + 46 *-**• -• 



L. x^Va^ — V 

gegeben. Dann hat man nach (30), da man leicht erkennt; 
dafs p = tHy q = n sein mufs, sofort 
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q (3a — 26 + 3a;)w + (a; — 7a + 86)n 
(a — 26 + a:)w + (3a: — 5a + 46)w 

^^ 3a; + 3a — 26 ^ (3a; — 6a + 46)w + ( x — la + 86) n 
3a; — 6a + 46 ' (a — 26 + x)in + (3a; + 3a — 26)n 



Setzt man hierin für m und n bezw. 1) 1, 1; 2) 2, 
- 1, so giebt das: 

Q 2a; — 2a 4- 36 3a; + 3a — 26 a; — 3a + 36 

• 2a; — 2a + 6 ~ 3a; — 6a + 46 * a; + a — 6 

I 13a— 126 + 6a; ^^ 3a; + 3a — 26 3a — 6a; 

• 7a — 86 — a; ~ 3a; — 6a + 46 ' a + 26 + a; ^' ^' ^' 



L. x = Ya^ — l\ 

Nimmt man endlich noch 

10^ a + ^-x 3( a — 6 + x) r oßn 

^^^ 3a- 6 -3a; = "a - 66 + a; f-"' ^^J 

L. a = Va« — a6 + 6^ 

s gegeben an^ so hat man^ da man leicht findet, dafs 
= m, q = — n sein mufs, nach (30) 



8. 



(a + 6 — x)m + 3(a — 6 + ^)^ 
(3a — 6 — 3a;)w + (a — 66 + *)** 

a -{■}> — X (a — 66 4-^)^ — 3(a — 6 + x)n 
a — 56 + a; (3a — 6 — 3a;) m — (a + 6 — a;) w 



h, x = )/a2 — a6 + l\ 

Setzt man für m und n bezw. 1) 1, 1; 2) 1, — 1, so 
rhält man: 



S. 



2a — 6 + a; a + 6 — x a; + a + 6 



2a — 36 — X a — 66 + a; a; — a + 6 



I 2x -\- a — 26 a -\- b — x a--26 + a; 

2 a; — a — 26 a — 56 + a; a — x 

L. x = Va« — ab + l\ 

d. Da in IV f. gezeigt ist, dafs sich auch die voU- 
iändigen quadratischen Gleichungen auf die in IV. 
erlangte Form bringen lassen, so müssen sie sich nach den 
ben in c. bei 7) bis 10) angegebenen Methoden auch auf 
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die hier verlangte Form bringeu lassen. Man hat die Glei- 
chung nur in eine Quotientengleichung zu verwandeln und 
nach c zu verfahren. 

Hat die Gleichung die Wurzeln a und h^ so hat man 

zunächst 

a •\- h — X h 

a X 



(49) 



Hieraus durch korr. Addition^ um die Gleichung etwas an- 
sehnlicher zu machen, 

^^ 6 + 2j; ~ 3a + 6 — a? ~ 3a + 36 + 3a; ' 

Der letzte Quotient ist aus den beiden ersten nach dem KS. 
gefunden. Nach (31) erhält man hieraus, indem man die 
beiden ersten Quotienten zur Bildung der linken Seite, die 
beiden letzten zur Bildung 4er rechten Seite benutzt, 

(bV) -^ + x)m + {^^a + h — x)n 



(6 + 2 x)m + (3o + 6 — x)n 

2a + 36 + a; (2a + 6 — a;)p + (3a + 6 — a;)g 



3a + 6 — a; (2a4-36 + a;)p + (3a+36+3a;)g 
Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs man setzen 

21» — n p + 3g' 

(52) ,^= " 



2 n q^ — p 

Setzt man in (51) daher für i», n, jp, q bezw. 1) 1, — 1; 
3, 1; 2) 2, — 1, 2, 1; 3) 3, 1, 1, 3, so erhält man: 

2a; — 2a 2a + 36 + o; 9a + 46 — 4a; 



86. 



86. 



3a; — 3a 3a + 6 — a; 9a + 126 + 6a; 

3a; — 2a + 6 2a + 36 + x 7a + 36 — 3a; 

5x — ~3a + ^ 3 o^ 6 — a; " 7a + 96 + 5a; 



ft7 ^^ + ^« + ** 2a + 36 4- g IIa + 46 — 4a ; ^ 

5a; + 3ä"-|^46 3a + 6 — a; * IIa + 126 + löx ^' ^' 

L. X = 0^ b. 

Die Gleichung 85 ist leicht zu lösen durch Zerlegung: 
1.x — a = u. s. w. 
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Setzt man in (51) w = 0, g = |), wodurch die Bedingung 
(52) ebenfalls erfüllt wird, so erhält man 

h + 2x " "ScT+'b -~x~ ' ~6^~^Qb + 4tx ^^' -• 

L. a; ==5 a, 6. 

Löst man die quadratische Gleichung, deren Wurzeln 
a und h sind, also 

a;2 ~ (a + V)x + a6 = 

nach X auf, so hat man 



2x = a + b + y(a — V)^ 
(a + & - 2xy = (a - 6)^ 

a -^ b — 2x a — b 

a — b a -\- b — 2a? 

Wendet man hierauf den KS. erstens mit Addition, zweitens 
mit Subtraktion an, so erhält man eine neue Form, in welcher 
die einfache quadratische Gleichung dargestellt werden kann, 
nämlich 

^ ^ a ^ X X — b 

Erweitert man hier den zweiten Quotienten 1) mit 13, 
2) mit 3, 3) mit — 2 und wendet jedesmal den KS. mit 
Addition an, so erhält man die drei gleichen und mit denen 
in (53) gleichwertigen Quotienten 

a + 136 — 14a: a + 36 — 4a; a — 2h -{- x 

a — 13& + 12^ a — '6b +~2ä a+ 2ö — 3a? ' 

Hieraus mit Benutzung der beiden ersten und der beiden 
letzten QuotieAten nach (30) allgemein 

{^\A\ (a + 136 — 14a;)m -f (« + 36 — 4a;)n 
^^ (a— 136 + 12a;)m + (« — 3 b~-\^o^n 

a + 36 — 4 Ä^ (a4 -26 — 3a;) p + {o,--2b + x) q 
^^ a + 26 — Sx ' (a —~6b + 2a;)jp'+~(ä + 3~6"— 4a?)2 ' 

Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs 

Im -f-2w 2 3p — g 1 , 

6w + w ~ Y ' p'^2i^ • ^' 

3 m g' 

6m + 2w jp 
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werden. Setzt man daher für i», n, p und q bezw. 1) 1, 0, 
2, - 1; 2) - 2, 9, 1, 1; 3) - 2, 3, 1, - 1; 4) 2, 3, 3, 
— 1, so erhält man aus (54): 
^^^^ g + 136 — Ute a + 36 — 4a; a + 66 — Ta; , 1 90 t 

89. 



90. 



91. 



a 13b + 12x a + 2b 


3a; 


a — 96 + 8a; 


7a + 6 — 8aj a + 3& — 


4a; 
3a; 


a — X 


7a — 6 — 6« a 4- 26 — 


a — X 


a— 17& + 16a; a + 36 — 


4a; 


2(6 X) 


a + 176 — 18a; "" a + 26 — 


3a? 


3{x — 6) 


a + 76 — 8a; a + 36 — 


4a; 


a + 46 — 5a; 


a — 76 + 6a; a + 26 — 


3a; 


a — 66 + 6a; 



U. 8. W. 



L. X = Uy b, 

Dafs man auch mit jeder andern quadratischen Glei- 
chung, welche rationale Wurzeln hat — die Gleichungen mit 
irrationalen Wurzeln haben hier kein Interesse — ähnliche 
Transformationen vornehmen kann, liegt auf der Hand. Man 
kann solche Gleichungen jedoch aus den hier aufgestellten 
ableiten, indem man die Wurzeln der Gleichung statt a 
und h setzt. 

Setzt man in 86 und 87 z. B. a + 6 statt a^ a — i 

statt by so erhält man: 

3a; — a — 36 6a — 6 + a; 10a + ^^ — 3a; 



92. 



6a; — 2a— 46 4a 4- 26 — a; 16a — 26 + 6a; 



q,3 2a; + 6a — 26 6a — 6 + ^ 15a + 76 — 4a; 

6a; + 7a — 6 ~ 4a + 26 — a; * 23a — 6 + 10a; 

L. X =^ a -\- b, a — 6. 

Setzt man in denselben Gleichungen 86 und 87 2fl — i 
statt a, 26 — a statt 6, so erhält man: 



«4, 



«6. 



3a; — 5a + 46 a + 46 + ^ 11<* — b — 3a; 

6a; — 7a 4- 66 5a — 6 — x 6a + 116 + 5a; 

2.f + 66 a + 46 + a; 18ii — 36 — 4a; 



5;v + 2a + 56 5a — 6 — a; 10a + 136 + 10a; 

L. .c = 2a — by 26 — a. 



Xa. 
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G^+B^ F 



35ii, 



^ Ä^ + B^ _ ^ 

(q + 2& + a;)^ + (6 + 2a — 2a;)» _ 5a + 46 — 3a; 
(a — 25 4- xy + (ft — 2a + 2aj)* ~ 5a — 46 — 3a? 



35^2. 



(4a — 36)» + (4a; + 6&)« ^ 5a; + 3a + 4 6 
(4a + 36)« + (4a; — 56)» "~ 5a; + 3a — 46 

L. x = ya^ + b\ 

a. Diese Gleichungen haben die Form 

A^ + B^ ^ E 
C» + D« "" f' 

Gleichungen dieser Art lassen sich aus den Darstellungen 
von t, die sich aus symmetrischen Gleichungen des 4. Grades 
ergeben, leicht in beliebiger Anzahl hinschreiben. So hat 
man aus der 3., 4. und 11. Darstellung von t bei (6) in V, 
indem man zur 4. Potenz erhebt und x statt r setzt, 

/ 5a4-6 — a; \8 ^ /7 a — 6 +xy _ l7a + 6 — a ; 
\a; — a — 56/ \76 — a+a;/ 176-1-« — a;' 

Daher nach dem KS. durch Addition sofort 

I (5a + 6 — a;)» + (7a - 6 -ha;)» _ 17a + 6 - a; 
(56 + a — a;)» + (76 — a + xf ~ 176 +~ä"- x' 

und in derselben Weise aus andern dort angegebenen Dar- 
stellungen von t: 



2. 



3. 



(a; + g — 6)» + 36a» _ 17a + 6 — a; 
(a; _ a + 6)» -i- 366» ~ 176 + a — a; 

(17a + 6 — a;)» 4- 9(a + 6 — a;)» _ 17a 4- 6 — a; 
(176 + a — ä;)» + 9(a -I- 6 — a;)» "~ 176 + a — a; 



Die 2. Gleichung ist mit Hülfe der 1. und 2. Dar- 
stellung, die 3. Gleichung mit Hülfe der 5. und 6. Darstellung 
von t gebildet. 

Man hat bei der Wahl der Darstellungen von t darauf 
zu achten, dafs in der aufzustellenden Gleichung sich schliefs- 
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lieh die höchste Potenz von x forthebt. Würde man die 2. 

und 4. Darstellung von t wählen, so würde man erhalten 

36a^ 4- (a; -f 7a — b)^ l la + b — x 

(x — a + by + (ä + 76 — a)« ~ 176 + a — a; * 

Diese tileichung ist kubisch. Man erhält als Lösung 

x=^5la — 336, Ya" + 346 + b\ 

Die erste Wurzel ist neu hinzugekommen. 

Man kann auch die allgemeinen Darstellungen von t 
bilden und aus diesen allgemeine Gleichungen von der hier 
verlangten Form ableiten, die dann eine unendliche Anzahl 
specieller Gleichungen in sich schliefsen. So folgen aus den 
beiden ersten Darstellungen von t bei (6) in V. die allge- 
meinen Darstellungen von fi^ indem man x statt r setzt, 

(a -— 6 -f -r)"» + 6«w (a — & + x)p -^ Gaq 

66tM + (6 — a + x)n 6bp + (6 — a + x)q 

Mau mufs daher nach dem Obigen die allgemeine Gleichung 
erhalten 

.)\ ((« - 6 + »r^tw + 6aft)» + ((a — 6 + x)p + 6ag)« 17a+6--^ 

^•" ' ((6 — a + j;)H + 661«)* + ((6 — a + x)q + 66p)« "~ llb + a-^x ' 

Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs 

(3) "^, = 1, ik 

MI* — w* = g* ~ !>* 

werden. Seist man einÜBurh q = my p = n und speciell far 
IN und II bezw. l"! 2, 1; 2) 3, 1, so erhält man aus der all- 
gemeinen Gleichung die speciellen: 

- }^8rt — 26 + 5 J-^* + vl3<i — 6 + xy lla + b — x 

(S6 - sä +2.r^* + (1S6 — o + x)« 176 + — x 

• ($><! — S6 + .^x^* -f (19a — h + X)* 17a + 6— X 

*^» ^^^_s;^^3,r*-f ^lc»ft-.rt + x-~ 176 + a— X ^ ^ ^• 

L. j« = VV + 34rt6 + 6*[ 

Aus den Darstellungen von t bei (8) in V. kann man 
nach dem angegebenen Verfahren sofort hinschreiben: 

,r JLJrt — SM*-f 4«* Ta — 96 + Sx 



6. 



^jr -Sd-*-N6 *-i- 46* 76 — $«-f Sx 
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• C +2)2 F ' 

(a; 4- g ^ Uy + (a; + 6a — 36)' 7a — 96j+_3^ 

*• (a;4-d — 3a)*4-(^T5^& — 3a)* ~76 — 9a-f3a; 

j^ (7a--96 + 3a;)' + (3a + 3& — a;)* _ 7a — 96 + 3a; 
(76 — 9a + 3aj)*4-(3a + 3& — «)* ~ '7ö — 9a + 3.'C 



L. a? = ]/9a2 - 14a6 + 96^ 

Wollte man aus den Darstellungen von t bei (3) in I. 
solche Gleichungen bilden, so würde das nicht so einfach 
sein, da sich bei den entstehenden Gleichungen oi? nicht fort- 
heben würde. Die Bildung einer allgemeinen Gleichung nach 
der Analogie von (2) würde zu nichts führen. Man würde 
statt (3) die Gleichung 

m' + n* Q 

erhalten. Diese ist jedoch in ganzen Zahlen nicht lösbar. 
Wenn man auch, wie wir später sehen werden, für die bei 
(3) in I. angegebene Lösung 

mit Leichtigkeit beliebig viele Gleichungen von der hier ver- 
langten Form aufstellen kann, so sind doch die bei (3) in I. 
gegebenen Darstellungen von t hier nicht ausreichend. Man 
gelangt mehr durch Zufall als durch Konsequenz zu einer 
vereinzelten Gleichung von ähnlicher Form, wenn man die 
3,, 4 und 5. Darstellung von t bei (3) in I. zur 4. Potenz 
erhebt und die beiden ersten Quotienten nach dem KS. ver- 
bindet. Das giebt, wenn man x statt r setzt, 

36a»m + (aj — a + 6)«n 3(5a + 6+0;) 
{x '\' a — lifm 4- 46*n 66 + <* + ^ 

Soll a? schlief such fortfallen, so mufs n = 3w werden. Setzt 
man dies, so erhält man 

(a; — a + 6)* + 120* Sa + 6 + a; 



9. 



(a; + a — 6)* + 126* 66 + a + a; 



L. a; = ya!" + lOaft + h\ 

b. Sehr einfach lassen sich solche Gleichungen auch 
aus Gleichungen ableiten, welche die in I. behandelte Form 
haben, besonders aus solchen, in welchen die Eoefficienten 
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von X in den ungleichen Faktoren einander gleich sind. Die 
in I. behandelten Gleichungen haben die Form 

In der ursprünglichen Form (AG ^= B^) sind A und C 
die ungleichen Faktoren. Soll sich die Gleichung (4) 
leicht in eine Gleichung von der hier verlangten Form um- 
wandeln lassen^ so müssen die Koefficienten von xinA und C 
einander gleich sein. Denkt man den Wert der Quotienten 
in (4) mit X bezeichnet, so ist einerseits 



andrerseits 



-^ ~ B^ ~ (P ~ B^ + (P ' 



^ A B _ A 



Mithin 



(5) ^' + ^'-^ 



Oder man leitet aus (4) nach dem KS. zunächst 

//»x Y ^^ +nB pA +qB 

W ^ — mB + nC~ pB + qC 

ab und hat dann wie in (5) 

,. {mA + nBY + (pA + qS y A 
^^^ mB + nCy + {pB + qC)* C' 

Die Gleichung 27 in I. heifst in der Form (4) 

41a — 7& + 19a; 19a + 19& + 11 x 



(8) 



19a + 19& + 17a; 41& — 7a + 19a; 



L. x = y9a^-'Uab + 9b\ 



Hier sind die Koefficienten von x in den ungleichen Faktoren 
einander gleich, 19 = 19. Nach dem angegebenen Verfahren 
mufs man aus der Gleichung (8), der Gleichung (5) ent- 
sprechend, erhalten 

1^ (41a — 76 + 19a;)» + (19a + 196 + 17a;)' _ 41a — 76 + 19 ^ 
(416 — 7a + 19^)^ + (19a + 196 + 17a;)' ~ 416 — 7a + 19^ 



L. x^y9a^-14:ab + 9b\ 
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Bei der Bildung dieser Gleichungen hat man darauf zu 
achten^ dafs sich oi? forthebt. Die Gleichung (7) wird daher 
nicht ganz allgemein anwendbar sein^ sondern die willkür- 
lichen Paktoren sind einer Bedingung unterworfen. Da, 
wie aus der Vergleichung von (4) und (8) erhellt, 

A = 41a — 76 + 19a?, JB = u. s. w. 

ist, so mufs, wie man leicht erkennt, wenn für unsem Fall 
die Gleichung (7) quadratisch sein soll, die Bedingung 

m^ — n^ = g^ — p^ 

stattfinden. Setzt man daher 1) m = l, m=1, q = — 1, 
p = 1; 2) m = 2, w = — 1, jp = — 1, q = 2; 3) m = 1, 
n = 0, j)= — f,|) = 4^, so erhält man aus (8), der Glei- 
chung (6) entsprechend, bezw. zunächst: 

6a + h + Sx IIa — ISb + x 



(9) 



5& + a + 3a; 

21a — 11& + 7x 
16a — 6 + 5aj 

41a — 76 + 19a; 



13a.— 


116 — X 


15& - 


- a + 5a; 


21& — 


lla + 7a; 


296 - 


- 7a + 7a; 



19a + 196 + 17a; 376 — 23a + IIa? 

Daher nach (7) wegen (8), da die Quotienten in (9) und (8) 
sämmtlich einander gleich sind, entsprechend: 

^ - (6a + 6 + Sxy + (IIa — 136 +a;)/ ^ 41a —76+ 19a; 
• (56 + a + 3a;)> + (116 — 13a+«)* '^ 416 — 7a + 19a; 

12 (21 a — 11 6 + 7a;)' + (166 — a + 6a;)^ _ 41a — 76 + 19a; 
■^'^* (216 — lla + 7a;)*+(16a — 6 + 5a;)2 ~ 416 — 7a+19a; 



13. 



(41a — 76 + 19a;)« + (296 — 7a + Ix)^ 41a — 76 + 19a; 



(19a + 196 + 17a;)* + (376 — 23a + IIa;)« 416 — 7a + 19a; 



L. X = y9a^ — 14a6 + 96^. 

Die Gleichung 34 in I. heifst in der Form (4) oder (8) 

9a + 676 — 7a; 21a + 216 — IIa; 

21a + 216 — IIa; °^ 96 + 67a — 7a; 

Hieraus, der Gleichung 10 entsprechend, 

|. (9a + 676— 7a;)« + (21a + 2l6 — IIa;)« _ 9a + 676— 7a; 
• (96 + 67a - 7a;)« + (21a + 216 — IIa;)« "" 9 6 + 67 a~— 7a; 

L. a? = yär+ Mab + h\ 
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Hätte man in den Gleichungen 10—14 links Subtraktion 
statt der Addition angewendet^ so hätte man nach dem KS. 
ebenfalls richtige Gleichungen erhalten; diese wären jedoch 
sämmtlich kubisch geworden. Statt 10 und 14 hätte man 
z. B. erhalten: 

|- (41a — 7& + 19:^» — (19a + 19& + 11 xY ^ 41a — 76+19rc 
(19a+196 + 17a;)«- (41& — 7a+19a;)« Ub — 7a+19x 

L. a; 17(a + b) ^ ^Q^, _ ^^^^ ^ Q^^ 

(21a + 216 — 11 x)^ — (9 a + 67& — 7a?)' _ 9a + 67&— 7x 
(96^ö7a--7a;)* — (21a + 216^^ili)«" "" 95 + 57a— 7a; 

L. a; = ^^(^ + ^\ Ya^ + 34a6 + 6«. 

Etwas umständlicher^ bisweilen direkt unmöglich, wird 
die Aufstellung der Gleichungen, wenn eine Gleichung aus 
dem 1. Abschnitt zum Grunde gelegt wird, in welcher die 
Eoefficienten von x in den ungleichen Faktoren nicht ein- 
ander gleich sind. Die Gleichung [8] vom in I. heilst in 
der Form (4) 

5a + 6 + X Sa + Sb + Sx 



16. 



(10) 



3a + 36 + 3a; 3a + 156 + 3a; 

L. x = y(^ + lOab + V, 



Man wird sich vergebens bemühen nach (5) oder (7) aas 
dieser Gleichung eine Gleichung von der hier verlangten 
Form zu bilden. Man wird nur kubische Gleichungen er- 
halten, nie quadratische. Nach (7) würde hier, wenn sich 
x' fortheben soU, 

^^ IH + 3ii>^ + (p + 3g )» _ 1 , , 
vow + 3i*)* + i^p+H)* 3 ' "* "• 

sein müssen. Diese Gleiehong ist durch rationale ganze 
Zahlen nicht zu erfuUen. Nimmt man aber links die Diffe- 
renzen der Quadrate statt der Summen, so muls, wie aas (7) 
in diesem Falle fohft, wenn x* sich schliefslich fortheben soll, 

■ m 4- S» - - /. + 34 *- 1 



«•* — ^>* = S H' — g*) 



, d. h. 
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Ab. ^-^ _|_ j)2— ]^ ' 

sein. Setzt maii daher 1) n == 3, 2 = 2, also m = 4, i? = 1 ; 
2) n = 2, q = l, also m = 5, p = 4; 3) n = 3, g == 1, also 
fn = 6, p = If so erhält man aus (10) nach dem KS. nach 
Angabe von (6) bezw. zunächst 

29a + 135 + 13a; IIa + lb + Ix 

2ra + 57& + 21a; 9ä +33F+~9^ 

31a + 116 + ^^^ _ 2 3a + Tb + 7x 
21a + Abb + 21x loa + 21b + 15a; 

17a +7^ + 7^ 4a + 2& + 2 a; 

12a + 306 + 12a; 30"+ 96 + 3a;* 

Diese Quotienten sind gleichwertig mit denen in (10). 
Daher erhält man aus diesen und aus denen in (10) in der 
oben angegebenen Weise, indem man nur die Differenzen 
statt der Summen setzt, 

j„ (29a + 136 + 13a;)»— (11 g + 76 + 7a;)' _ 3(6a + 6 + a;) 
(la + 19b + lxy~—(Sa+nb + 3xy ~ ~6b + a + x 

1 ft (31a +116 + IIa;) » — (23a + 76 + 7a;)' _ 3(5a + 6 +_x) 
(7a+ 156 + 7a;)'— (5a + 96 + 6a;)» bb + a + x' 

1 Q U7a + 7 6 + 7a;)» — j4 a + 2 6 + 2 a;) » ___ 3(6 a + 6 + a;) 
• (4a + 106 + 4a;)» — (a + 36 + a;')» ' ~ ~56 +~a + x 



L. aj = Ya^ + lOafe + b\ 

Setzt man links statt der Differenz der Quadrate die be- 
treffenden Produkte, so kommt man auf Gleichungen, wie 
sie in IX. behandelt sind. 

Soll die Gleichung (10) zur Aufstellung von Gleichungen 
benutzt werden, welche ganz von der vorn angegebenen Form 
sind, so mufs man sie erst so umformen, dafs sie die mehr- 
fach erwähnte Eigenschaft besitzt. Das geschieht sehr leicht 
nach der Transformationsformel III im 1. Abschnitt. Für 
(10) ist 

J. = 5a + 6 + ^ 
(11) B = 3a + 36 + 3a; 

C? = 3a + 156 + 3x. 

Man hat in der Formel III für Ä, B, C nur die betreffenden 
Koeffieienten von rr, also 1, 3, 3 zu setzen und niy n p und 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 17 
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^^' C^ + 2)'^ F 

q so zu bestimmen, dafs die Bedingung erfüllt wird. Dann 
mufs sein 

(12) m^ + 6mn + 3n« =p^ + 6pq + Sq\ 

Setzt man q = n, so hat man weiter 

w +p + 6w = 0. 

Die Gleichung (12) wird daher erfüllt durch 

m = b, p = ly n => q = — 1, 

Dann geht die Gleichung (10) mit Hülfe der genannten 
Transformationsformel wegen (11) über in 

^^ o\ 49a + 56 — a; 6a -{- b — 6x 

^ ^ 5a-f-& — 5^ a + ö6 — x 

Diese Gleichung hat die erwähnte Eigenschaft; es sind die 
Koefficienten von a:in49a + 56 — x und a + 56 — a? ein- 
ander gleich. Aus (13) folgt nun, der Gleichung (6) ent- 
sprechend ,- 

(49 a + 56 — x)m + (6« + 6 — bx)n 



(14) 



(5a + 6 — bx)m + (« + ß^ — ^)w 



(49a + 56 — x)p + (5a + ^ — 5^)« 
(5a + 6 — bx)p + (a + ö6 — x)q 

Soll sich schliefslich in der Gleichung (7) x^ forthebeD, 

so mufs 

{m + bny + (p+ 5g)« ^ . , , 
(5 m + w)2 + {bp + qy ' • 

m^ — n^ = q^ — p^ 

werden. Die Gleichung läfst sich leicht in vielfacher Weise 
erfüllen, am einfachsten durch q = m, p = n. Setzt man 
daher für m, w, p, q bezw. 1) 2, 1, 1, 2; 2) 2, — 1, — 1, 2, 
so erhält man aus (14) und (13), der Gleichung (7) ent- 
sprechend: 

OA (^03<» + ^l^ — 7a;)^ + (59« +7^ — 11^)' _ 49a + 56 — o? 
• {na + lb-llxy + {7a + llb — 7xy ~ a + 6b - x 

2 ^ (3 la + 36 4- a;)^ + (13a + 6 + 3a;)' ^ 49a + 56 — a; 
-^^^ (3a_ft_3a;)2 + (a — 36 — a;)^ ~ a + 56 — a; 



L, x = Ya^ + lOa'6 + b\ 
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C. Viel zweckmäfsiger geht man auch hier von den 
einfachsten Quotientengleichunge^ aus, welche direkt aus der 
durch die Lösung gegebenen Gleichung hervorgehen. Einige 
Beispiele werden das hier zu beobachtende Verfahren zeigen. 

Es sei als Lösung 

1) x = ya^ — V 
gegeben. Dann hat man 

Aus dieser Gleichung kann man, da die Koefficienten von x 
in den ungleichen Faktoren einander gleich sind, nämlich 
«= 0, nach den Erörterungen in b. direkt hinschreiben: 



(g — hf + x^~ a — b 

^a ^h + xy + {a + b — xY _ a + b 
(^a — b + xy^{a — b — xy~a — b 

(g_+ 6_+ 2a;)*_+j2g.+ 2b + xY ^a- 
(g —~b + 2a;p + (2g — 26 + xY ~ a ^ b 



22. 
23. 

(a + b + 2xY + (2g.+ 2b + xY _a + b 



Man kann auch ganz allgemein bilden: 

91 ((fljJ2j^)ni + nxy + ((g + b)p + ^^Y a + b 

!• (fä^bjn + mxy +J(a — b)q +~pxy ~ a — b 



Soll jedoch im Quotienten rechts auch x vorkommen, 
so mufs man die Gleichung (15) erst uaaformen. Nach der 
Pormel III in L hat man aus (15) 

y^r*\ w*(g + 6) + 2mnx + ^^(a — b) 

^ ^ mp{a + &) + {np + mq)x -{' nq{a — b) 

mp{a + b) + (np + niq)x + nq(a — b) 

~ p\a + b) + 2pqx + q\a - b) 

Bildet man nun aus dieser Gleichung, welche der Gleichung 
(4) entspricht, die Gleichung, welche der Gleichung (5) ent- 
spricht, so mufs, wenn x^ fortfallen soll, 

^m*n^ -\- {np -\- mq)^ mn , , 

{np + wig')* + 4p*g* pq^ 

mn =pq 

17* 
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werden. Setzt man daher für w, n, p, q bezw. 1) 2, 1, 1, 

2; 2) 3, 1, 1, 3; 3) 3, 2, 2, 3; 4) 3, 2, 6, 1, so erhält man 

aus (16): 

6a + 35 +4a; 4a + 6a; 

4a + öic 5a — 36+4a: 

5a + 46 +3a; 3a + 6x 



(17) 



3a + 5a; 5a — 46+3a; 

13a + 56 + 12a; 12a + 13a; 



12a + 13a; 13a — 56 + 12a3 

13o + 56 + 12a; 20a + 166 + 15a; 



20a + 166 + 15a; 37a + 356 + 12a; 

Aus diesen vier Quotientengleichungen erhält man, der 
Gleichung (5) entsprechend, bezw: folgende Gleichungen von 
der verlangten Form: 



25. 
26. 

27. 

28. 



(5a + 36 + 4a;)^ + (4a + 6x )^ _ 5a + 36 + 4a; 
(5a — 36 + 4a;)« + (4a + 5^)* "~ 5a — 36+ 4a; 
(5a + 46 + Sxy + (3a + 5a;)^ _ 5a + 46 + 3a; 
(5a — 46 + 3a;)^ + (3a + 5a-)* "" 5a -46 + 3a; 

( 13 g + 56 + 12a;)^ + (12a + 13a;)^ 13a + 56 + 12a; 

"(13a — 56 + 12a;)« + (12a + 13a;)« 13a — 56 + 12a; 

(13a + 56 + 12 xy + (20a + 166 + 15a;)« ^ 13a + 56 + 12a; 
(37a +~35 6 + 12 a;)« + (20a + 166 + 15a;)« "" 37a + 356 + 12a; 



Anstatt einer Gleichung kann man aus jeder der in (17) 
aufgestellten Gleichungen beliebig viele ableiten, wie es in 
b. aus der Gleichung (8) geschehen ist. So ergiebt sich 
z. B. aus der 1. Gleichung in (17) nach dem KS. 
(^9\ (5 a + 36 + 4 a;)m + (4a+5a;)n _ (5a + 36 + 4a;)p + (4a+6^ 
^^ (4a+5a;)m + (5a — 36 + 4a;)n"~"(4a + 5a;)p + (5a — 36+4^)«' 

und man hat daher nach (7) allgemein die Gleichung 

rtQ ((5 a+36 + 4a;)m + ( 4a + 5a;)n)« + ((5a + 36 + 4a;)p + 4a+6g ^ 

^^* ((4a+5a;)m + (5a — 3ö + 4a;)n)«+((4a + 5a;)i) + (5a— 36+4^ 

^ 5a +^6_+i? 

~5ä-36+*^ 

^ (5 a-36)(n« + g«)-(5a + 36)(m«+i)«) -^/^XZ3*) 

^' ^ — 4(^2 _|. p^) _ 4(w« + 2«) ' y"" ' ^ 



*) Die Auflösung der Gleichung ist nicht so schwer, als sie scheint. 
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Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs, wie direkt 
aus der Gleichung folgt, 



(5 m + 4n)* + {Qp + 4g)« 



= 1, d. h. 



m^ — n^ = q^ — p^ 

werden. Das folgt auch aus der zuerst angegebenen Lösung. 
Diese Gleichung wird am einfachsten erfüllt durch 

m = + ö'; n = + j). 
Man kann aber auch eine Zahl nehmen, die sich auf doppelte 
Weise in 2 Faktoren zerlegen läfst, z. B. 6 = 3'2 = 6-l, 
und setzen die einen Faktoren gleich w + n und m — n, die 
andern gleich q -j- p und q — p^ also m = ^, ^ = ^i q = h 
p = ^^ oder, da es nur auf das Verhältnis dieser Zahlen an- 
kommt, m = 5, n = 1, q = 7y p = 5, Setzt man daher in 
29. für m, n, p, q bezw. 1) 1, 1, 1, — 1; 2) 2, 1, — 1, 2; 
3) 5, 1, 5, 7, so erhält man entsprechend: 



30. 



(Sa + h + Sx)* + {Sh + a — xy _ 6a + Sb + 4:X 
(Sa — b + Sxy + {Sb -- a + xy ~6a — Sb + 4:X 



.3| (14a + 66 + '^^^Y + (3a — 3 &+ 6a;)« ^ 6a + Sb + 4:X 
^ ' (lSa — Sb + Uxy + (6a — Qb+3xy 5a — 35 + 4a; 



32. 



(29a+ 165 + 25a;)' + (53a + 156 + 66a;) * 5a + 36 + 4a; 

(26a — 36 -f 29a;)* + (56« — 216 + 53a;)*" 5a— 36 + 4a; 



L. a; = Ya' — l\ 

Für den ersten und einfachsten Fall, also für m = 1, 

w=l, p = l, q= — 1, würde man aus den drei andern 

Quotientengleichungen in (17) bezw. erhalten: 

(2a + 6 + 2a;)* + (26+/i — a;)* ^ 5a + 46+ 3a; 
(2a— 6-|-2aj)*-f(26 — a + a;)* ~ 5a — 46+ 3a; 

(5a + 6 + 6a;)* + (66 + a — a;)* 13a + 56 + 12a; 



33. 
34. 
35. 



(5a — 6 + 5a;)* + (56 — a + a;)* 13a —-66 + 12a; 

(11 a + 76 + 9a;)* + (7 a + 11 6 + 3a;)* __ 13a + 56 + 12a; 
(19a + 176 + 9a;)* + (17a +l96 — 3a;)* ~~ 37a + 356+ 12a; 



L. x = ya^ — 'b\ 



Man setze 5a + 36 + 4a; = A, 4a + 5a; = JB, 5a — 36 + 4a; == C. 
Dann heben sich nach dem KS. die Glieder ^AB{mn -^ pq) und 
2BG(mn -{• pq) fort. Die noch bleibende Gleichung zerfällt in: 

1) AC—B^ = 0, 2) A(m* + p^) = G{n^ + g') u. s. w. 
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Die Gleichung 33 stimmt mit [35iJ überein, nur steht 
— X statt Xj was nicht in Betracht kommt. 

Dafs man in den Gleichungen 22—35 überall — x 
statt Xy — a statt a, — 6 statt 6 setzen kann, eins allein 
oder mehreres zugleich, versteht sich von selbst, da in der 
Lösung x^ = a^ — b^ nur die Quadrate dieser Gröfsen vor- 
kommen. — Diese Bemerkung gilt auch für die Gleichungen, 
welche zu der folgenden Lösung 2) entwickelt werden. 

Nach der Lösung müssen alle diese Gleichungen 22 — 35 
auch richtig bleiben, wenn man b und x vertauscht, aber 
man erhält kubische Gleichungen mit einer rationalen Wurzel; 
es kommt zu der angegebenen Lösung noch eine neue hinzu. 
So erhält man aus 30 



36. 



{Sa + Sb + xy + {3x + a— hy __ 5a + 46 + 3a; 
(3a + 3& — ä;)^ + (3ä;- a+ hy "" 60+ 4& — 3^ 



L. a; = 0, Ya^ — b\ 

Aus Quotientengleichungen, wie sie in (17) angegeben 
sind, kann man auch Gleichungen von der hier behandelten 
Form bilden, in welchen links statt der Summen die DiflPe- 
renzen der Quadrate stehen; doch kommt man dann meistens 
auf kubische Gleichungen. So folgt aus der ersten Glei- 
chung in (17) 



37. 



(5a + 36 + 4x')^ — (4a + bxy _ 6a + 3& + 4a; 
(4ä~4- ö^y^^öa — 3& + 4a;)« ~ 5a — 3& + 45 



L. ^ = — f a, yd' - b\ 

Zerlegt man die durch die Lösung gegebene Gleichung 
in eine andere Quotientengleichung von der in L behandelten 
Form, als in (15), z. B. in 

a-\- X b 



a — X ^ 



so kann man auf solche Gleichungen kommen, welche aus 
den bisher aufgestellten abgeleitet werden können, wenn man 
b und X vertauscht. Diese sind dann meistens kubisch. Man 
kann jedoch auch auf dem angegebenen Wege neue Glei- 
chungen entwickeln. 
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Zu besonders einfachen Gleichungen gelangt man^ wenn 
man in Quotientengleichungen, wie die drei ersten in (17) 
sind, durch Anwendung des KS. a erstens im Zähler, zweitens 
im Nenner eliminirt. Man erhält aus den drei ersten Glei- 
chungen (17) bezw. 

3^-46 _ 3« + 6ft ^j (3 

Sa — 56 Sx -{- 4ib ^ ^ ^ 

-A rr = ~A — j—^T vgl. VI. (38) 

4a — 56 4a? + 36 ^ ^ ^ 

126 —5a; 136 + 5a 

136 — 5a 126 + 5a; ' 

Diese Quotienten sind alle mit den entsprechenden in (17) 
gleichwertig. Man kann daher nach dem oben mehrfach 
angewendeten Verfahren hinschreiben: 

QÄ (3a; — 46)^ + (3« + 56)» _ 5 a + 36 + 4a; 



39. 



40. 



(3a; + 46)« + (3a — 56)« 


6a — 36 + 4a; 


(4a; — 36)» + (^a+ 6&)' 
(4a; + 36)« + (4a — 56)* 


5a + 46 + 3a; 
5a — 46 + 3a; 


(126 5a;)« + (136 + 6a)« 


13a + 56 + 12a; 



(126 + 5a;)« + (136 — 5a)« 13a — 56 + 12a; 
Es sei als Lösung 



2) x = ya'^ + ¥ 

gegeben. Die in 1) gegebene Lösung geht in diese über, 
wenn man a und 2fc vertauscht. Alle in 22 — 40 aufgestellten 
Gleichungen müssen daher die hier angegebene Lösung er- 
halten, wenn man a und x vertauscht. Die quadratischen 
bleiben auch quadratisch, nur 28 und 35 werden kubisch. 
Hier hätte man, um auf Gleichungen zu kommen, die durch 
Vertauschung von a und x aus den Gleichungen 22 — 40 
hervorgehen, aus der Lösung zunächst abzuleiten 

95 + 6 a 

a X — 6 

Statt der Gleichungen 25 — 27 würde man erhalten: 

41 (6a; + 4a + 3 6)«+ (4a; +_6a)« _ 6a; + 4 a +^36_ 
(6a; + 4a — 36)^ + (4a; + 5 a)« 6a; + 4a — 36 
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42. 



(5a; + 3a + ^&)'+ (3^ + 6o)» _ bx + Za + 4:h 
{5a; + 3a — 46)* -f (3ic + 5a)* 5a; + 3a — 46 



1^ (13x+JL2a + 56)*+ (12a; + 13a)* __ 13x + 12a + 56 
(13a; + 12är^ 66)'*^ (12a; -f ISä)* ~ 13a; + 12a — 56 

L. a; = ya^ + 61 

Ebenso erhält man statt 30 — 32: 
(3a + 6 + 3a;)* + (36 — a -^ xf 5x + 4a + 36 



44. 



45. 



46. 



(3a — 6 + 3a;)* + (36 -\- a — xY 

(2 a + 6 + 2a;)* + (26 — a + xY 
(2a - 6 + 2a;)*+ (26 -\- a -^ xY " 

(6 a4-5 + 6a;)8+ (56 :;::_ajf5l! 

(5a — 6 + 5a;)* + (56 + a — a;)* "^ 13a; + 12a — 56 



5a; 


+ 4o 


36 


5a; 


+ 3a 


+ 46 


5a; 


+ 3a 


-46 


13a; + 12 


:a + 56 



47. 

48. 
49. 



L. a: = Ya? + i\ 

Desgleichen statt oder aus 38 — 40: 

(3a; + 56)*+ (3a -- 46)* _ 5a; + 4a + 36 
(3a; — 56)'^+ (3a + 46)* ~ 5a; + 4a — 36 

(4a; + 56)*+ (4a — 36)* _ 5a; + 3a + 46 
(4a; — 56)*+ (4a + 36)* ~ ~hx~^\^a — 46 

(5a; + 136)*+ (5a— 126)* 13a; + 12a + 56 



(5a;— 136)*+(5a+126)* 13 a; + 12a — 56 

\j. x = l/ä^ +"6l 

Die Gleichung 48 stimmt mit der Gleichung Sö^g übereiü. 
Sie ist gefunden aus der Quotientengleichung 

('tQr\ 4a; +56 4a — 36 

\^^) lü'+'sF "" 4a;— 56 * 

Mau mufs aus diesen beiden Quotienten zwei andere gleich- 
wertige Quotienten suchen, bei welchen der Zähler des einen 
gleich dem Nenner des andern ist. Man findet nach Vg. 

(9C\\ 3a; + 5a 5a; + 3a + 46 

^ ^ 5a; + 3a — 46 3a; + 5a 

Dann folgt nach (19) und (20) nach dem wiederholt an- 
gewendeten Verfahren die Gleichung '48. 

Überhaupt ergeben sich für vorher bestimmte Lösungen 
die einfachsten Gleichungen von der hier verlangten Form, 
wenn man die einfachen Quotientengleichungen zum Grunde 
legt, welche auf Gleichungen von der in VI. behandelten 
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Form mit denjenigen konstanten Paktoren führen, die 
nach Vif. für die gegebene Lösung möglich sind. Es sei 
z. B. als Lösung 

3) a;=]/a2 + afe + fe2 

gegeben. Nach Vif. 4) gehören zu dieser Lösung die kon- 
stanten Faktoren: 

i; 6 » ^) Sb + ia' ^^ 156 + 7a ' *'' 6ft - 3« ^- ^- ^• 
Die zugehörigen Quotientengleichungeo sind nach Ylf: 

a -\- b -\- X a 



(21) 



1) 

2) 

3) 

4) 



h a -\- b — X 

la + 7b + Sx Sa + 6b 



Sb + ba 7a + 7b — Sx 

13a + 136 + 8a; 15a + 76 



156 + 7a 13a + 136 — 8a; 
7a + 76 — 8a; 5a — 36 



56 — 3a 7a + 76 + 8a; 

Zu jeder dieser Quotientengleichungen hat man nach dem KS., 
wie in Vg. angegeben ist, eine neue Quotientengleichung zu 
suchen, in welcher der Nenner des einen Quotienten dem 
Zähler des andern gleich ist. Man findet bezw. 

a; — a + 6 2a;+26 + a 



(22) 



1) 

2) 
3) 
4) 



2x — 2a — 6 X — a + 6 

1 3a; — 7a + 76 14a; + 116 — 2a 

"Üa; — IIa + 26 13a; — 7'a + 76 

22a; — 13a + 136 26a; + 236 + a 

26a; — 23a — 6 22ä;^^~13a~+l36 

2a; + 7a — 76 14a; — IIa — 136 



14a; + 13a + 116 2a; + 7a — 76 

Aus den in (21) angegebenen Quotienten und den ent- 
sprechenden gleichwertigen in (22) erhält man nach dem 
wiederholt angewendeten Verfahren die Gleichungen: 

(a + 6 + a;)* + a« 2a; + a + 26 



50. 



(a + 6 — xy + 6» 2a;— 6 — 2a 



• (7"a^ 7y— 3^)»+ (86"+öa)* ~ 14a; + 26 — IIa 
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52. 



(13a+136 — 8a:)*+(156 + 7'ä)* "^ 26a; — 6 — 23a 



" *\ (7« + 7 & — 8a;) » + (5 a — Sh)^ _ Ux — IIa - 136 

(7a + 7& + Sxy+ (56 — 3a)* ~ 14a; + irb~+~isä ^'^' ^' 



L. x = yo? + a6 + 6'. 

Dafs man aus jeder der in (22) aufgestellten Gleichung- ^n 
nicht eine, sondern beliebig viele Gleichungen von der hi«r 
gewünschten Form ableiten kann, ist oben gezeigt und ^^' 
schiebt nach (7). 



36. 



6a; + 9a +6 6a; + 96+a 2(a — 6) 



36,. 



4a; + 3a+6 4a; + 36+a a + 6 + 2a; 

L, X = Yab. 

17a + 6 — a; 176 + a — a; 8(a — 6) 



7a — 6 + ^ 76 — a -f a; 3a + 36 — a; 



362, 



h.x = Va^ + 34a6 + b\ 

7a — 96 + 3a; 76 — 9a + 3a; 8(a — 6) 



5a — 36 + a; 56 — 3a + ^ a + 6 + a; 

L. x = ]/9a2 - Uah~+9¥. 



Diese Gleichungen sind nur andere Formen der in VEI^ l 
behandelten Gleichungen. Die letzteren haben mit Ve 
tauschung der Seiten die Form 

Statt dessen kann man auch schreiben 

4 _ C _ A — G 
B D ~ B + D ' 

Die Gleichung [883] heifst 



(2) 



( 



4a; + 3a+ 6\2 _ 6a; + 9a+ 6 



4a; + 36+a/ 6a; + 96+a 
Dies mit (1) verglichen giebt: 

1? = 4ic + 3a + 6 Ä = 6x + da + h 

D = 4.x + 3h + a (7 = 6a; + 96 + a. 



\ 
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Also 

B + D = A{2'x + a + 6) ^ — (7= 8(a — 6). 

Setzt man diese Werte in (2) ein, so erhält man 36. 

Ebenso ist 36^ nur eine andere Form der Gleichung [332], 
362 nur eine andere Form der Gleichung [33]. 

Man kann jedoch aus jeder Quotientengleichung, wie sie 
in IV. vorkommen, und aus jeder durch die Lösung gegebenen 
Gleichung in viel allgemeinerer Weise Gleichungen von der 
hier verlangten Form ableiten. 

Hat man für eine Lösung die Quotientengleichung 

so kann man aus derselben nach dem KS. einen dritten 
gleichwertigen Quotienten bilden, so dafs 

r .N A C Am 4" Cn 

^^^ 'B~^~ Bm+ Dn 

ist. Dann hat man aber auch: 

rP,\ A I ,^ __ 2 ( Am + Gn) 
W B "W^ ~ Bm + Dn 

W B '^ Bm + Dn ~ D 

,-v C , Am + Cn 2A 

^^) "^T + Bm + D'n B~ ' 

Es sind m und n nur so zu bestimmen, dafs die Gleichung 
quadratisch wird, d. h. dafs sich oc^ schliefslich forthebt. 

Hat die Quotientengleichung die Form der in L behan- 
delten Gleichungen, nämlich 

(8) ^ ^ 



B ' 

so ist die Formation der Gleichungen leicht in noch all- 
gemeinerer Weise zu bewerkstelligen. Man hat 1) nach dem 
KS., 2) durch korr. Add. aus (8): 

^s Am -^ Bn Ap -{' Bq 



2) 



Bm + Cn Bp + Ca 

Ami + -ß**! ^*'*i + ^^1 

~Ap + Bg. Bp + Cq~ 
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Durch Addition ergiebt sich hieraus die gesuchter Gleichung 

.f Am + Bn ^^h+_J^!h_ ^ ^p + B{m, + q) + Cn^ 
^^ Em + Cn "^ Ap + Bq Bp+Cq 

Hierin sind dann die willkürlichen Faktoren noch so zu 
bestimmen, dafs ar* fortfallt 

Wir wollen das Gesagte an einigen Beispielen durch- 
führen. Es sei 

n a + b — X _ 3(o— 6 + x) j-^^, 
V Sa-b-3x a — bb + x ^^ 



.8 



L. x = Ya^ — ab~+ V 

gegeben, eine Quotientengleichung, der Gleichung (3) ent— ^ 
sprechend. Dann hat man nach (5) 

^ >' 3a - [^ - 3a; "* o — 5& + x 

2(a + 6 — ic)w + 6(a — 6 + ^)** ^.^ 

(3a ~ 6 — 3a;)w + (a — 66 + ^)** 

Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs man setze- _= 

1,3 ^n — %m j , 
3 ' 1 w — 3w ' 

w = im, also w = — 1, w = 3. 

Dann erhält man aus (10) 

^ a + & — a; ,3(a — & + äj) _ 2(4a — 56 + 5a;) 
• 3a — [^ — 3^ ' a — 56 + ä' "^ 3a; — 76 ^ 



L. a; = }/a2 - al + 61 

Ebenso erhält man nach (6), wo m = 1, w = 6 zu setz^iz 
ist, und nach (7), wo w = 2, w = 3 zu setzen ist, bezw. cf/e 
Gleichungen: 

rt a + 6 — a; , 19a — 176 + 17a; 6(a— 6 + ^) 

3a — 6 — 3a? ' 9 ä'^^31 6 + ^ a — 56 +~5~ 

rt 3(a — 6 + a;) , I Ia — 76 + 7a; ^^ 2(a + 6 — x) 
a — 56 +a; "i "9~ä~^ 176 — 3a; 3a — 6 — 3a; 



L. x = ya^ — ah + l\ 

Will man die Formel (9) anwenden, so mufs die gegebene 
Gleichung erst in eine Gleichung von der Form (8) um- 
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gewandelt werden. Eine solche ist z. B. 53 in L, als Quo- 
tientengleichung geschrieben 

a + 6-|-2a5 2a — h -\- x 

2a — b + X o— 26 + 2a; 

Dann hat man nach (9) 

{a'{-b-{'2x)m-\-{2a — b-\-x)n _, {a-{'b-\-2x)mi\(2a — b'{-x)ni 



{2a — b + x)m + {a — 2b + 2x)n ' (a-\-b + 2x)p'{-2a — b + x)q 

(11) (g + & + 2a;) j? + (2a — [^ + a?)(Wt + g) + ( « — 2& + 2a;)n , 

^™ (2a — 6 + x)p + (a — 2ft + 2s^ 

Soll x^ fortfallen, so mufs 

,^^v 2m + w j^ 2?Wi + n, 2p + g + w, + 2n^ 

^ ^ m + 2n ' 2^ 4-^ F-f" 2g^ 

werden. Um diese Gleichung zu erfüllen, ist es am einfach- 
sten, fWi, Wi, p und g beliebig anzunehmen und vermittelst 
der Gleichung (12) die beiden noch übrigen Faktoren m und w, 
von denen nur das Verhältnis vorkommt, zu bestimmen. 
Nimmt man z. B. 

m^ = 2, ni = 1, i) = 1, g = 2, 
so wird 2m + n _ J_ . , 

m + 2n 20 ' ' 

lim = — 2w, also 
w = — 2, n = 11. 
Dann geht die Gleichung (11) über in 

- 20a — 136 + 7a? , 4a+ b + bx 10 a ~ 5 6 + 8a; 

la — 206~+'2Ö^ ' öa — 6 + 4a; 4"ä — 56 + 5a;" 



L. x = ya^--ab + b\ 

Einfacher ist es, die Lösung als gegeben anzunehmen 
und von der durch die Lösung gegebenen Gleichung auszu- 
gehen. Man bildet dann aus dieser zunächst eine Gleichung 
von der in L behandelten Form. Es sei z. B. 

2) x= y^^~+i? 

als Losung der aufzustellenden Gleichung gegeben. Dann 

hat man zunächst 

X -{- a 6 

6 X — a 
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Hieraus hat man nach (Ö) 

/jgx (g; + a)m + bn , (x + a)m^ + fen, 
^ ^ bm + (ac — a)n ' (a; + a)p -f- &g 

(o; + a)p + 6(w, + 9) + (^ — «K 



bp -{- {x — a)q 
Soll ar* fortfallen, so mufs 

(14) w , w^ ^ i> + ti, 



n * p q 

werden. Man kann auch hier, wie oben, Wj, n^, p und g 
beliebig annehmen und aus der Bedingungsgleichung m und n 
bestimmen. Setzt man, wie oben, 

f>*i = 2, Wi = 1, i) = 1, g = 2, 
so wird 

— = — 1, d. h. m = 1, n = — 1 

Dann geht (13) über in 

c a — 6 + a; , 2a;+2a4-^ 2x + ^b 



a -{- b — X ' a; + « + 2^ 2^ — 2a + 6 

L. ic = ]/a« + b\ 
Man hat auch, um (14) zu erfüllen, identisch 

n 1- j_ 1 = 1 = A+A 

'^ 2 ' 2 6 6 

c.. 3 2 6 8 + 2 

Man kann also aus der Vergleichung dieser Gleichungen 
mit (14) sofort hinschreiben: 

1) m = 2, n = 3, m^ = 1, Wj = 5, |) = 2, g = 6, 

2) m = 3, n = 2, m^ = — 2, n^ = 2, jp = 3, g = 6. 
Dann geht (13) entsprechend über in: 

r _i^_+ *« + 6^ I ^ + ^ + ^^ 7a? — 8a + 76 

• 8a; — ~3a + 2b ' ~x + ä~+~8&~ 8a; — 3a + 6 

7 _^^+ 9a + 6& 2(a; + a— 6) 6a; + a + 46 

• Yi"— 2 a + 8 6 a; + ä~+ 26 2a; — 2a+ 6 
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Auch jede vollständige quadratische Gleichung Täfst sich 
leicht auf diese Form bringen. Man hat sie zunächst nur in 
eine Quotientengleichung von der Form (8) zu verwandeln. 
Wenn z. B. die allgemeine Gleichung 

a;2 — (a + l)x + ab = 

gegeben ist^ so kann man sie nach I^ 72 auch so schreiben: 

a + b — 2x 2a; — 3a + & 

2a; — 3a + & 9a + 6— 10a; ' 

Diese geht nach (9) über in 

(a + & — 2a;)m + (2a; — 3a + &)n , {a+h — 2 x) m^ + {2x—2a+ h)ni 
(2a;— 3a + &)w+(9a+6 — 10a;)w ' (a+6 — 2jc)/) + (2a; — 3a+6)^ 

_ {a + b — 2x)p + (2a? — 3a + b) {m^ + q) + (9a + 6 — 10a;)Wi 

(2a? — 3a + &)^ + (9 a +^6 — "iÖa;)g 

Soll die Gleichung quadratisch sein, so mufs man setzen 

m — n _, w»! — n^ P — (»*i + ä') + ^n, 

6n — m ' p — q 5g — p 

Diese Bedingung wird erfüllt durch m^ = 1, n^ = 2, p = 2, 
gr = 1^ also m = 17, w = 4, und man erhält 

j;^ 5a + 21b — 26a; , 3(2a; — 15a + Sb) 2(7a + 3 6 — 10a;) 

5a — 76 + 2a? '' 2a; + a — 36 2x — a — 6 

L. a? = a, 6. 



xii. yA + yB = Yc. 



46. YAa + 6 — 4a; - 2]/« + 6 — 2rr =]/6 
L. a; = ]/a6. 

47. ]/3a — 26 + 2ä; — )/3a — 26^^^^ = 2Vä 
L. x = y2a(a— ^~6)! 



48. )/2a — b + 2x — yi0a—9h — 6x = AYa — h 
L, X = ya(a — 6). 

49. >/3a --U + 5x + yx—a = 2|/^+ a 
L. x = ya^+h\ 

50. ]/3a - 46 + 5a; — ]/a; — a = 2y2{x—h) 
L. a; = l/a^ + 61 
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61. Ybx— 3o + 4& + Ybx — 3a— 46 = 2Va;+ a 
h. x = Ya* + b\ 



52. Y2a + b + 2x + |/lÖo + 96 — 6a; = 2l/2a -\-h — 2x 

68. 2Y2a + V-f2x + j/lOa +'6 — 6~rr = }/10a + 96 — 6^ 

L. a; = 1/0(0 -j- 6). 
54. y2o— 136+ 14a; + Y^Jb^^2'a+2xj = 2Y2a-b + 2x 

L. a; = >/«« - 06 +'6^ 



55. >/3(7o + 6 + a;) - 1/0"+ 76 — a; = 2>^7a + 6 — x 

L. x = Ya' + 14a6 + 61 

a. Diese Gleichungen haben die Form 

(1) Yä + Ys = yc: 

Die vor den Wurzeln etwa stehenden Zahlenfaktoren kann 
man leicht unter die Wurzel bringen. 

Auch für diese Gleichungen liegt der ursprüngliche 
Schlüssel zur Aufstellung derselben in den symmetrischen 
Gleichungen des 4. Grades. Aus den Darstellungen von t^ 
welche sich aus symmetrischen Gleichungen des 4. Grades 
ergeben, lassen sich immer Gleichungen von der oben stehen- 
den Form ableiten. Diese Ableitung ist sehr einfach, wenn r 
im Zähler und Nenner des Radikanden von ^^ mit gleichen 
Zeichen und gleichen Koefficienten vorkommt. Dann hat man 
nur das Quadrat von ^4 gleich dem Quadrat von txy und 
tx^-^y"^ zu setzen und x statt r, so ergeben sich durch korr. 
Add. leicht zwei Gleichungen von der verlangten Form. In 
den Darstellungen von t zu der symmetrischen Gleichung des 
4. Grades (5) in Vb., welche dort unter (6) aufgestellt sind, 
ist, wenn man x statt r setzt. 
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Hier hat t^ die oben angegebene Eigenschaffc. Man hat zu 

setzen 

lla-^-b — X la — b-{-x 

IIb -{- a — X 7ö — a -\- X 

Hieraus ergiebt sich durch korr. Add. 
Ylla + b — X + yilb + a — X 



V- 



1) 



2) 



yi7a + b — X — ynb + a — X 
yila +1 — X + yilb + a — X 



6a + b- 


- X 


X — a — 


6b 


3a+ 36 


+ x 


4(a — 


b) 


2(a — 


b) 



(2) 



yna + 6 — a? — ynb + a — ic 3a + 3ö — a; 

Schafft man in der ersten Gleichung links die Wurzeln 
aus dem Nenner fort, in der zweiten Gleichung aus dem 
Zähler, so erhält man bezw. 

(yila + b — X + yilb + a — xY 3a + 36 + a; 



1) 



16(a — 6) 4(a — 6) 

16 (a— 6) 2(a — 6) 



2) (yna + 6 - x — ynb'+a — xy 3a + 36- a; 

Hieraus erhält man, nachdem man in der ersten Gleichung 
mit 16(a — b) multiplicirt, in der zweiten mit 16(a — 6) 
dividirt und jedesmal beide Seiten radicirt hat, die Gleichungen: 

1. yila+b-^ + yiU + a--x = 2>/3ä+36 + a; 



2. yi7a+6 — X — yiU +a-x = 2]/2(3a + 36 - a;) 

Ganz ebenso kann man mit der 13., 7. und 8. Darstellung 
von t bei (6) in Vb. verfahren. Man kommt auf dieselben 
Gleichungen, nur haben x und die zweite Quadratwurzel die 
entgegengesetzten Zeichen, was nicht in Betracht kommt. 

Aus den Darstellungen von t bei (8) in Vb. hat man 
zunächst 



V 



7a — 96 + 3« ba — 3& + « a — 36 + a; 

Tb — 9a -\- üx bb— Sa -\- X 3a — b — x 

Hieraus folgt auf dem oben angegebeneu Wege: 



3. Y7a — 9h + 3x + yib — 9a-^3x=2ya + b + x 



4. )/7a— 96 + 3a;— Ylb — 9a-\-3x=2y2(x — a — b) 
L. x = Yda^ — Uab + 96«. 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 18 



Iz infr>?*r":e:i Wii<e erhiit man aus der 3., 4. nnd ll.Dar- 
>:vf! *r^ ▼ z •':«;: IT :n W\ folgende Gleichungen: 



\i< uvr <vu;ra«fcriÄ'hen Gleichung des 4. Grades 
duvi-:^: iv.JLn, wie uu5**r 11"» in Ic, angegeben ist, als Dar- 



st^i.uK^u Tou ;: 






1 A — iti -f 2r 
r = 1 <r + ''". 



1 /ö r — 3a -f 4 

V br — 3fl"- 4 



Purvh V^u4vtrir\*ii und korr. Add. erhalt man, wenn man zu- 

I :v: > A -^ i ' -r \ ^Jt - Sa '- 4b a; + a b 

Hionuis onr^^vu sich ia der oben durchgeführten Weise: 



?• 1 :vi :Mi -i 4'» -f- I :>.! - 3« — 4b^2yx + a 



Hie Yorlot/to iUeiohunsj stimmt mit 51 überein. 

h. Sind im Zahlor und Nenner des Radikanden von ^4, 
NvcKlios uns oinor jiYunuetrischen Gleichung des 4 Grades 
ub^oloiti't iv^t, die Koottioionten von r nicht einander gleich, 
so kann nmn auch noch in der oben angegebenen Weise 
vorfahren, abor iHe luH*huung wird ein wenig umständlicher. 

Aus der \\, :>. uud 4. Darstellung von t bei (10) in Vb. 
hat man, wenn man .r statt r setzt, 

. ,N 1 /»Hi"»«» -f- b x) 7(1 -- h + X 5a +5 —je 

^ V a -\ k>b X :U) — ri + •'P X — a — h 
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Durch korr. Add. hat man hier 



/R\ V'Si^a + b — x) + ya + bb - X Sa + b+x ^ 2a 



ys{ba + b — xj — ya+bb — X 4a — 26 3a + 6-a; 

Diese Gleichung unterscheidet sich wesentlich von den 
entsprechenden Gleichungen (2) und (3). In (2) und (3) ist 
der Nenner des ersten Quotienten rechts gleich dem Zähler 
des zweiten, wenigstens bis auf einen Zahlenfaktor, bei (2) 
steht dort a — 6, in (3) steht 6, und diese Gröfse ist, ab- 
gesehen von einem Zahlenfaktor, gleich der DiJBFerenz der 
Radikanden links, 

in (2): (17a + h)-x)-' (IIb + a - x) = 16(a - b), 

in (3): (5a; — 3a + 4&) — (5a; -3a -46) = 86. 

Soll die Gleichung (5) für unsere Zwecke brauchbar sein, 

so müssen der 2. und der 3. Quotient so umgeformt werden, 

dafs der Nenner des ersten gleich dem Zähler des zweiten 

ist. Das geschieht mit Hülfe des KS. nach dem in Vg. und 

sonst schon mehrfach angewendeten Verfahren. Man erhält 

statt des 2. und 3. Quotienten in (5) 

6a -\- b -{- X 7a — & — x 

la — b — X IIa + 76 — 6ic 

und daher aus (5): 

V (>/3(6a + b-'X) + ya-\-bb - xY _ ha -f b + x 
^ "^ 2(7a-^6"— a;) 7a— '6 — a; 

c>\ 2(7a - 6 - a;) ^ __ _ 7a - 6 — a; 

^^ (V3(6a + 6 — ar) — ^a + 66 - xY~ IIa + 76 — 6a; ' 

Mithin 



9. |/3(5a + 6 - x) + ya + bb — a; = |/2(5a + b + x) 
10. yVibcL+V-'x) — "/a + 56 -Ic = Y2{\\a+lb^^x) 

L. a; = Va^+ \Oab + b\ 

In derselben Weise hat man aus den Darstellungen von t 
zu (18) in Vc. 



V 



Sa — b — X a + 6 + a; 3a — 6 -- a; 

a — 36 + a; a — 36-fa; a + 6 + a; 



ySa — 6— a; + l/a — 36 + a; a— 6 + a; 2a 

V 3V- 6 -x - ya-^'+ü^ "" 26 — a-6-a; 

18* 
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Hieraus durch Umformung der beiden letzten Quotienten 
nach dem KS. 



ysa — b ^ X + Ya — Sb + X 3a — 6 + ^ a + b — x 



|/3a ~-b — x — Ya- 3b '+ x a + b - x a — Sb — x 

Daher nach dem angegebenen Verfahren: 



11. 1/30^ b'^^x + Ya — U + x = y2{3a — b + x) 

12. Viiä'—h^x — ya'—'äh-f~x = ]/2(a — 36— x) 

L. X = Ya^ - GÖFHH ftV 

C. Der in b. angegebene Weg ist umständlicher als 
nötig ist. Man kann einen allgemeinen Weg einschlagei], 
der die in a. und b. behandelten Fälle zugleich in sich 
schliefst. Nach [I. 236] und nach Ec. mufs das Produkt aus 
dem Zähler und Nenner des Radikanden von ^4 stets ein 
vollständiges Quadrat sein. Das Quadrat läfst sich zwar aus 
den andern Darstellungen von t ableiten^ läfst sich aber auch 
leicht direkt finden. Beides ist in Ic. gezeigt. 

So findet man für die 11. Darstellung von t bei (6) in 
Vb., wenn man x statt r setzt, 

{Ha + 6 - Jr) (176 + a — rr) = 9(a + 6 — xf. 
Daher hat man einerseits durch Radicirung und Multiplikation 
mit 2, andrerseits identisch 

,^ ^Ylla +~b^~~x • yilb + a — x = 6a + 66 - Ga; 
^ ' ylla + 6 — .r;^ + i;i76 + a — x)=lSa + 186-2^; 

Bildet mau erstens die iSumme^ zweitens die Differenz 
dieser Oleichungen und zieht jedesmal die Wurzeln, so er- 
hält man: 



} IT11 + h- x + ]'lT6'-{-«---r=?y^(3a + 36-a;) 

] lT«i + 6- x~ ] rf6~+ «T— ^ = 2l/3n + 36 + a; 

L. X = ) ci* + :Ü^6^6-r 

Die beiden Gleichunifeu sind oben in 1 and 2 schon auf 
einem andern Wege gefunden. Die Verschiedenheit des 
Zeichens der zweiten \Vur2el kommt nicht in Betracht 
Sollte auch das Zeichen dieser Wurzel übereinstimmen, so 
hätte man bei der ersten Gleichung in ^6) nach dem Aus- 
ziehen der Wurzel das neir^itiTe Zeichen nehmen müssen. 
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Ebenso hat man für die 9. Darstellung bei (10) in Vc. 
3(5a -j- h — x)(a + ob — x) = {3a -{- 36,- Sxf 

L. x = ycir+ lOai-\-h\ 

Hieraus ähnlich, wie oben, zunächst 



2y3(ba + b - X) ' Va + bh — X = ßa -\- 6h — 6x 

3(5a + b — x) + (a + 6b — x) = 16a + 8b — Ax 

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich dann weiter die 
Gleichungen 9 und 10. 

d. Auf einem der hier eben angegebenen Wege sind 
die meisten der vorangestellten Gleichungen entstanden, nur 
46 ist direkt gebildet. Man hat identisch: 

y^a + 6 — 4yab=2yä — Yb 

2Va + 6 — 2yäb=2yä — 2yb 

Subtrahirt man beide Gleichungen von einander und setzt 

X statt yäbf so erhält man die Gleichung 46. 

Auch für die Aufstellung anderer Gleichungen von der 
hier verlangten Form kann man in ähnlicher Weise ver- 
fahren. Für die Gleichung 48 hat man identisch 

(|/a — "6 + yö) + (Sya- b — Y^ = 4|/ä^=^. 

Quadrirt man die links eingeklammerten Ausdrücke, zieht 
wieder die Wurzel und setzt x für ya{a — 6), so erhält man 

y2a — b + 2x + 1/lOa— 96 — 6rz: = 4 ya — b, 

das ist die Gleichung 48. — In derselben Weise erhält man 
aus der identischen Gleichung 

2(Va + * + yä) + {yä+b — 3 Va) = (3^0+^ — ]/ä) 
die Gleichung 53, nämlich 

2l/2a + 6 + 2a; + yiOa+b — Qx = yiÖä+W-^Qx. 
Man hat jeden eingeklammerten Ausdruck zu quadriren, 

X statt l/a(a4" ^) zu setzen und über jedes Quadrat wieder 
die Quadratwurzel zu setzen. 



2r 
2r 



278 xiid. Va + Yb^vc. 

Für die symmetrische Gleichung des 4. Grades 

^^ X* + y* ~ b 
erhält man als Darstellungen von t: 

•1 /3o"— 2 6 + 2 r -■/ 26 — o __ -iV sa — 2^+ 

r 26 — a ~ r 3a — 26 — 2r ~ r 3a — 26^ 

r = ]/2a(a — 6). 
Hieraus nach c.^ indem man zugleich a; statt r setzt, 

13. )/3^ - 2& + 2^ + ySa — 2& — 2a? = 2V^ 

U. ]/3a — 26 + 2a; — ]/3a - 26 — 2a;= 2}/2(ä^^ 

L. X = y2a{a — h). 

Die Gleichung 13 ist oben unter 47 aufgeführt. 

Sucht man zu der symmetrischen Gleichung des vierteu 

Grades , (x^ j^ x y + y^* a 

^°>' {x^ + y'^{x + y)^~ 6 

die Darstellungen von t^ so erhalt man: 



l/l^ — 36^f-_4r 1 / 6^ i /2a — 6 + 2 r 

r ~~96~— 8a ~ r 4a— 36 — 4r ~ K 36— 2a-2r 



-V 



3a — 6 + 2r ^z-p tx- 



10a — 96 — 6r 

Hieraus ergeben sich nach c. die Gleichungen: 



15. |/2rt ^h + 2x + y\Qa— 96 — 6a?= 2)/2a -6-2fl? 
1«. ]/2a — 6 + 2a; — j/lOa - 96 - 6x=4ya - 6 

L. X = ya(a — 6). 

Die Gleichung 16 ist identisch mit der Gleichung 48, 
diu Gleichung 15 mit 52, wenn man — 6 statt 6 setzt. 
Aus der Gleichung 

iq\ X* + x^y- + y* ^ a^ 
^'' K^' + y'Kx-yy b 

findet man als Darstellungen von t: 



I /8«i S6 + r -1 /la -f 6 - 2r lA« — 56 + 4r 

r ä6 — (• + r "~ I 6 — 2« + 2r ~ V ^36 

--K6-4a + 4r = l 3.6^2-^^r2r)-' r = >/^^=^+i. 
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Hieraus erhält man nach c. die Gleichungen: 



17. y2a - 136 + 14a; + 1/3(& - 2a + 2x)= 2]/2a-6 + 2 



X 



18. y2a—\U + Ux — yZQ)-2a + 2x) = 4.y2x — a'-'If 

h. x = ya^ — ah + h\ 

Die Gleichung 17 ist identisch mit der Gleichung 54, 
Aus der Gleichung 

MQ\ ^y(^ + y Y ^ a *) 

^ ^ (x* — xy + y*) {x — 2/)* 6 

findet man als Darstellungen von t: 

1 /a + 6 + r 1 A 6*» l/^""^" ^ "l" *' 

r 26 ~ K r — "a - & " V V^^ + h 

Hieraus nach c. die Gleichungen: 



19. |/3 (7a + 6 +^ + V76 + a -~ic = 2l/4a'+46 + 2a; 

20. ■)/3(7a + 6 + a;) - yii+a-x= 2)/7a + & — a; 
L. ä; = V^2 +-i4^j-q: jF 

Die Gleichung 20 ist identisch mit 55. 

e Aus den oben aufgestellten Gleichungen 1 — 20 er- 
sehen wir, dafs die Gleichungen von der hier behandelten 
Form stets paarweise vorhanden sind. Gilt die Gleichung 

(11) yaa + ßb + yx +ya^a + ßib + y^x =ya2a + ß2b + y.^x, 

so mufs es stets drei einfache rationale Koefficienten «g, /Jg, y^ 
geben ; dafs auch die Gleichung 

(12) yaa + ßb + yx — ycc,a-\-ß,b + y,x = yä,a + ß,b + y,x 

richtig ist^ d. h. dieselbe Lösung hat. 

. — _ , 

*) Was den Ursprung dieser und der vorhergehenden symmetri- 
schen Gleichungen des 4. Grades betrifft, so wurde bei der Ausarbei- 
tung der „Algebraischen Gleichungen*^ eine sehr greise Anzahl von 
symmetrischen Gleichungen des 4. Grades aufgestellt und aus jeder 
derselben wurden die Darstellungen von t entwickelt. Zu jenen ge- 
hören auch die hier angegebenen. Man kann jedoch, wie es in le. 
gezeigt ist, die betreflPende symmetrische Gleichung des 4. Grades leicht 
aus der gegebenen Lösung der zu bildenden quadratischen Gleichung 
ableiten. 
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Legen wir die GleichoDg (1) zum Gmnde, setzen 
der Kürze halber statt (11) 

(13) YÄ + yB = vc, 

so ist, wie man darch Quadriren findet, 

2VÄB = C''Ä-B. 
Subtrahirt man diese Gleichung von der identischen Gleichung 

Ä+B=Ä+B 
und zieht die Wurzel, so erhält man 

(14) yÄ-VB = y2Ä + 2B-C. 

Damit ist die Behauptung bewiesen; denn es mufs hiemach, 
wenn man für A, B xmd C die Werte aus (II) setzt und 
(14) mit (12) vergleicht, sein: 

«8 = 2« + 2«! — «2 

ß, = 2ß + 2ß,-ß, 

ys = 2y + 2yi — y^. 

Man kann daher aus einer Gleichung von der hier be- 
handelten Form stets eine zweite von derselben Form ab- 
leiten, so aus der Gleichung (13) die Gleichung (14) oder 

YÄ^yB = YD, d.h. 
yB + YD = YZ 

Aus dieser bildet man 

y^ - 1/5 = ye, d. h. 

aus dieser 

YD — yE=yF, d.h. 

Damit ist bewiesen: 

Aus einer Gleichung von der Form 

Yä + Yb = Yc 

kann man beliebig viele andere Gleichungen 
ableiten, welche dieselbe Form und dieselbe 
Lösung haben. 
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Es soll das speciell an ein paar Beispielen dargethan 
werden. Es soll eine Gleichung von der hier behandelten 
Form gegeben sein, und es sollen aus derselben andere ab- 
geleitet werden, welche dieselbe Form und dieselbe Losung 
haben. 

Aus 51 hat man, wenn man — a statt a setzt und das 
Zeichen der zweiten Wurzel negativ nimmt, da es das wahr- 
scheinlichere ist. 



( 1 5) y6x + 3a + 4&~)/5a; + 3a — 46=2)/a;— a 

Nach dem angegebenen Verfahren findet man zunächst 

(15,) y6x + 3a + U + y5x + 3a — U=4yx + ^. 

Durch Addition und Subtraktion erhält man aus diesen beiden 
Gleichungen nach Vertauschung der Seiten: 

(15^) 2yx+a + yx^a = y5x + 3a + U 



(153) 2yx •^a — yx-a = ybx -f 3a — 46. 

Die letzte Gleichung ist identisch mit 49. — Aus (15g) 
hat man durch Versetzung 



ybx + ^a — 4:h + yx—a=2yx + a. 
Nach dem angegebenen Verfahren findet man hieraus 



(154) l/5a; + 3a — 46 — ]/a;— a= 2l/2(ic — 6). 

Diese Gleichung ist identisch mit 50. — Jetzt kann man 
weiter schliefsen 

ybx + ^a-^U - 2y2{x — 6) = ]/ä:— a. 
Hieraus 

(155) l/5a;-f3a — 46+ 2y2{x^ = y2bx+la-2ih etc. 

So sind aus der Gleichung (15) fünf andere abgeleitet, welche 
alle dieselbe Form und dieselbe Lösung haben. 
Die Gleichung 52 heifst 

(16) yi0a+9b—6x + y2a + b + 2x=2y2ä+b — 2x 

L, x = ya{a -f 6). 
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Hierzu findet man zunächst 



(16,) yi0a + 9b-6x — y2ä+h + 2x=4:Yä+b. 

Aus beiden Gleichungen ergeben sich durch Addition 
und Subtraktion die neuen Gleichungen: 



(16,) y2a + h — 2x+ 2|/öH^& == ]/lOa + 96 - 6a; 

(I63) y2a + h — 2x - 2y~a+b = ]/2a + 6 + 2a;. 
Aus (16) hat man durch Umstellung 



2y2a + 6 -2x — y2a + 'h + 2x = )/lOa + 96 — 6a::. 
Hierzu findet man 

(16J 2y2~ä+b^^x + y2cr+b+'2x = "/lOa + 6 - 6a:. 

Die Summe und die Differenz der beiden letzten Glei 
chungen giebt: 



(I65) yiOa+6— 6a; + "j/lOa + 96— 6a;=4}/2a+6— 2a; 



(163) |/lOa + 6-6a;— ]/10a + 96— 6a; = 2l/2a + 6 + 2a;et^*-X5. 

Die Gleichungen 16 — 16^ haben dieselbe Form und di^^ e- 
selbe Losung. — Die Gleichung (16^) ist identisch mit 5^^ 3. 

f. In c. ist gezeigt, dafs es, um Gleichungen von d^^ er 
hier verlangten Form zu bilden, nur darauf ankommt, eiiÄ=»e 
Gleichung von der Form 

{cca + ßb + yx) {a^a + ßj) + y^x) = {a,^a + /J^6 + y^xr==acy 

zu finden, d. h. eine Gleichung, in welcher ein Produkt dure — ^Ij 
ein Quadrat ausgedrückt ist. Solche Gleichungen sind jedocm^h 
in I. behandelt und in Menge aufgestellt worden. Man kar==iö 
daher behaupten: 

Die hier behandelten Gleichungen sind ni 'r 

eine andere Form der in I. behandelten Gle J- 
chungen, und aus jeder der in I. aufgestellt^^ 
Gleichungen lassen sich direkt zwei Gle Ei- 
chungen von der hier verlangten Form hixi- 
schreiben. 
Die Form der Gleichungen, welche in I. vorkommen, ist 

(17) ÄC=B\ 
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Zieht man die Wurzel, muitiplicirt mit 2, kombinirt die- so 
erhaltene Gleichung durch Addition und Subtraktion mit der 
identischen Gleichung 

A-{- C=Ä + C 

und zieht jedesmal die Wurzel, so erhält man die Glei- 
chungen: 



(18) 



YÄ — Yc= Yä-{-c-2b 

Die Gleichuug [9] heifst 



(a + 56 + x)(ba + h + ^x) = 4(a + 26 + xf 

L. x = Y(a — h)(a + 116). 

Hier ist im Vergleich mit (17): 

^ = 5a + 6 + 3a: B = 2a + 46 + 2» 

(7 = a + 56 + a; Ä -j- C = 6a -j- ßb + 4x. 

Daher erhält man, den Gleichungen (18) entsprechend: 

31. )/5«-+?' + 3^ + Yä^bi) + x = YlOa~+ 14h + 8a; 



23. j/öa + 6 + 3a; - >/a + 56 + a; = Y2(a - 6) 

L.x = Ya — 6)(ä+li6)^ 
In derselben Weise hat man aus [10]: 



23. Y9a — 76 + 3^ + 1/96 — la + -6x= 2l/2(a + 6 + a;) 

24. 1/90 — 76^3^ — l/gö^^^ä+S^ = 2|/a; — a — 6 

L. a; = >/9a»— i4a6 + 96«. 

Ebenso hat man aus den Gleichungen 6, 7 und 8 in 
Id. bezw. je zwei der folgenden Gleichungen: 

25. }/5a; — 4a — 36 + >/a; + 6 = 2|/2a; — 2ä 

26. 1/5« — 4a — 36 — Y^^ = ^Yx — h 



27. |/5a; — 4a + 3^ + |/l3i^~12a — '56 = 41/23; — 2ä 

28. y5V^~4ä + 36 - l/i3a; — T2a- 56 =2}/i~^^6 

29. y5ä;~=^4ä + 36 + ^2^ + 2a = 3]/^^ 

30. Vöa; — 4a "+ 36 ~ Y2ör+2a = Y5x~-^4~a~— 36 

L. a; = ]/^M^"p; 
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Iiigleichen ergeben sich aus den Gleichungen 31 un 
33 in Id. folgende Gleichungen: 




w. 



31. y33a + 816+17a; + |/9a+576— 7a; = 4]/a+176+:=C~~^ 

32. }/33ä+816 + 17ic — y9a + 51h—lx = 2]/l7a+&+::L ~x 

33. l/81a+33&+17^ + ]/57a+96-7^ = 2Vl7a+6+ ^-^IIZ^ 

34. y81a+336+T7^ — y57a+96-7^=2|/l76+a 

In I. ist gezeigt wordeu, dafs sich für jede vorhe^^er- 
bestimmte Lösung beliebig viele Gleichungen von der do^zizaort 
behandelten Form aufstellen lassen. Nach dem vorigen Sak::*-tze 
mufs daher auch der Satz gelten: 

Für jede vorher bestimmte Lösung lassen si- _ich 
beliebig viele Gleichungen von der hier \m — Ae- 
handelten Form aufstellen. 

Man bringt zu dem Zweck die durch die Lösung ^ ge- 
gebene Gleichung auf die in I. behandelte Form 

(19) AC = B\ 

Aus dieser Gleichung folgen zunächst aie Gleichungen (~ ~18) 
und aus diesen, wie in e. nachgewiesen, beliebig viele and^ ere. 
Man kann aber die Gleichungen (14) auch verallgemein^^-erii. 
Aus (19) folgt zunächst 

2mny~lG = 2mnB. 

Kombinirt man diese Gleichung durch Addition und ^Sub- 
traktion mit der identischen Gleichung 

und zieht jedesmal auf beiden Seiten die Wurzel, so er- 
hält man 



(20) 



mVA + nYC = ym^ A + n^G+2mnB 
mVÄ - nyC = Ym^ A + n^C^^2mnB 



Für m und n kann man beliebige Zahlen setzen 
und so aus der einen Gleichung (19) beliebig viele Glei- 
chungen von der hier gewünschten Form bilden. 

Man kann jedoch die Gleichungen noch viel allgemeiner 



V 
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machen. Nach der Transformatioiisfonnel III io L hat man 
ans (19) ganz allgemein 

(21) (m*A + 2mnB + n*C)iyA + 2pqB + ^C) 

= {mpÄ + (wj» + mq)B + nqC)'. 

Behandelt man diese Gleichung, wie oben die Gleichung (17) 
behandelt ist, so erhält man, den Gleichungen (18) ent- 
sprechend, die beiden folgenden allgemeinen Gleichungen: 

I. Ym'A + 2mnB + n*C -f Yp^A + 2pqB + q'C 

= V(m +pfA-\- 2im + p){n ^q)B + {n + qfC 



IL ym*A -f 2mnB + n*C — YjfA -f 2pqB -f a*C 

= Vi.m - j);^'^ + 2(»i — j,)(« - q}B + (h~^^^C. 

Setzt man der Kurze wegen nach (21): 
m^A + 2mnB + «-C = J^ 

fM|>J. + {np + mq)B + nqC= B^^ 

so erhalt man, wie aus I. und 11. folgt^ aus der Gleichung 
(17) oder (19) statt der Gleichungen (18) die Gleichungen: 

VÄ, + yc, = yA, + c, + 2B, 

yÄ-VC, = yA, + C,- 2B, . 

Die Gleichungen I. und II. sind die allgemeinsten Dar- 
stellungen der Gleichung (19) in der hier verlangten Form. 
Sie reprasentiren, da m, Uy p und q ganz beliebige Zahlen 
sind, unendlich viele Gleichungen, welche dieselbe Form und 
dieselbe Losung haben. 

Es möge das an einigen Beispielen erläutert werden. 
Wir nehmen die Losungen als gegeben an. 

Es sei als Losung 



1) x = yäb 
gegeben. Dann hat man sofort 

a^ = ab. 
Im Vergleich mit (19) ist hier: 

J. = a, B = Xj C =b. 
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Die Gleichungen I. und II. gehen über in: 



36. ]/m*a + 2mna: + n^b + Vp^a + 2pqx + Q.^h 



= |/(w "+ pya + 2(w + j))(w + q)x + (n + g)^6 

36. }/w^a + 2wna; +li*& - Vj)*« + 2iiqx~+q^b 

= "/(m — pYa + 2(m — ^)(w — q)x + (n — g)^6 

L. a? = Yab. 

Setzt man hierin für w, n, 2^ 9' hezw. 1) 2, — 1> 2, 
— 2; 2) 3, 1, 1, 3; 3) 3, 1, — 1, 3, so erhält man ent- 
sprechend je zwei der folgenden Gleichungen: 

37. yia + b~—~4~x + 2ya + b~— 'Ix = yi6a + 9b — 24x 

38. )/4ä +"6"~"4i - 2)/a + b -~2x = "j/ft" 

39. y9ä~+ H- 6i + }/9fe + a + 6^ = 4}/a ~+~b + 2a; 

40. >/9a +y+ "6;r - }/96 + ä +~6Jc = 2]/a + 6 — 2a; , 

41. ]/9'^+ fe +"6a; + ]/9ft + a — 6a; = 2]/a + 46 + 4a; 

42. ]/9^+^ 4- 6a; - yW+~a — Öx = 2l/4ä"+~6 — 4i 
L. a; = }/a6. 

Die Gleichung 38 stimmt mit der Gleichung 46 überein. 

Alle hier bisher aufgestellten Gleichungen, wie auch die 
folgenden derselben Art, kann man nach (20) auch so um- 
formen, dafs die links stehenden Quadratwurzeln beliebige 
Faktoren bei sich haben. So kann man mit Hülfe von (20), 
indem man m und n bezw. 1) 2, 1; 2) 3, 2; 3) 2, 3 setzt, 
aus 37 (oder 38) folgende Gleichungen bilden: 

43. 2y4a + 6 — 4a; + |/a + 6 — 2^ = ^25« + 9&— 30a; 

44. 2y'4a + 6 - 4a; — }/a + 6 — 2a; = "/Qa + 6 — 6a; 



46. 3]/4a + 6 — 4a; + 2]/a + ft - 2a;= >/64ä + 256— 80a; 



46. 3|/4a + 6 - 4a; - 2]/a + 6 - 2a; = l/16a + 6 — 8a: 



47. 2l/4a + 6 — 4a; + 3}/a + fe — 2a; = y49a+256 — 70a^ 

48. 2]/4a + fc — 4"^ — 3l/a + fe — 2a; = l/a + 6 + 2a; 

L. a* = ]/ä6. [u. s. w. 
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Man findet nämlich aus 37 (oder 38) zunächst 



■/4a + b — Ax'ya + b — 2x = 2a + b—3x. 

Diese Gleichung ist mit 2mn zu multipliciren, durch Addi- 
tion und Subtraktion mit der identischen Gleichung 

m\4a+h—4x)-\-n\a-i-b-2x)=m\Aa+b—4x)+n\a+h-2x) 

zu verbinden und zu radiciren. Das giebt 

m]/4a + 6 — 4a; +w]/ä ^ b — 2x 



^= ym\Aa+b—4x)+n\a+b—2x)±2mn(2a-{'b-3x). 

Hierin sind für m und n die angegebenen Werte zu setzen. 
Es sei als Lösung 

2) X = ]/a' + b^ 

gegeben. Dann hat man 

(x + 'a)(x — d) = b^. 

Wegen (19) ist also: 

J. = a; + a, B =^by C = x — a. 

Setzt man dies in I. und II. und für m, n^ p, q bezw. 
1) 2, — 1, 0, 1; 2) 1, 2, 1, — 2, so erhält man: 

49. Yöx + 3a — 46 + Yx'^ä=2yx~+ä 

60. |/5i + 3a~4fc — Vx—a = 2/2(^ — 6) 



61. y5x — 3a + 4b + ybx — 3a — 4b = 2yx + a 

52. "/öo; — 3a + 4& — j/örc — 3a — 46 = 4}/a; — a u. s. w. 

L. X = ya^ + b\ 
Es sfei als Lesung 

3) X = yöT^F' 

gegeben. Dann hat man 

{a + b)(a-'b)=:x\ 
Es ist also 

J. = a + 6, B = Xj C =' a -- b. 

Setzt man dies in I. und II. und zugleich für w, w, j), (j 
bezw. 1) 2, 1, 1, 2; 2) 3, 2, 2, 3, so erhält man: 

63. yöa + 36 + 4^ + ]/5ä^"36 + 4^" = 3)/2"(a +^ 

64. >/5ä+'36 4^ir -■ ]/5a — 36 + 4a; = )/2(a — a;) 
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56. yY3ä+5b+ 12 X + yi3ä^^+i2x -» 5}/2(a+;r) 

56. yi3a+bb-fl2x — yi3a—ob+V2x = ]/2(a — a:)u. s.w. 

L. X = ]/a* - 6^ 

Übrigens gelten die für die vorhergehende Losung auf- 
gestellten Gleichungen auch für diese Lösung^ wenn mau 
dort a und x vertauscht. Umgekehrt gelten die hier aufge- 
stellten Gleichungen auch für die vorhergehende Losung^ 
wenn man a und x vertauscht 

Wie man aus einer gegebenen Lösung eine Gleichung 
von der Form (19) ableitet^ ist in Ig. und sonst mehrfach 
gezeigt. 

g. Es ist hier noch eine Frage zu erledigen, die von 
einigem Interesse ist. Oben ist gesagt; dafs die meisten der 
hier aufgeführten Gleichungen aus symmetrischen Gleichungen 
des vierten Grades abgeleitet sind, und gezeigt, wie das ge- 
schieht Es liegt daher die Frage nahe: 

Wenn eine Gleichung von der hier behandel- 
ten Form gegeben ist, wie findet man die sym- 
metrische Gleichung des vierten Grades, auas 
welcher man dieselbe ableiten kann? 
Wir wollen das an zwei Beispielen zeigen. Es 8< 
erstens die Gleichung 54 gegeben, 



|/2a — 13& + 14a; + l/3(fe — 2a + 2x) =• 2l/2a — h + » x 

L. x=ya' - ah + h\ 

Nach den oben in a., b. und c. gemachten Auseinand^jr- 
Setzungen müssen die beiden ersten Radikanden, wenn mstzz 
r statt X setzt, Zähler und Nenner des Radikanden von 4 
sein, welches man aus der zugehörigen symmetrischen Glei- 
chung des vierten Grades ableitet Das Produkt derselben 
mufs ein Quadrat sein. Quadrirt man die gegebene Glei- 
chung, isolirt die noch bleibende Wurzel und quadrirt wieder, 
so erhält man, wenn man r statt x setzt, 

{:2a — 136 + 14r) • 3(6 - 2a + 2r) = (6a + 36 - 6r)* 

2a — J36 + 14r __ 6a + 36 - 6r 
Ca 4^36 — Cr" 3(6 — 2a + 2r) 
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Diese Qnotienten hat man = t^, d. h. = f Z! ) ^^ setzen, 
r zu eliminiren und -^ zu suchen. Man hat, indem man 

* 

nach dem KS. erstens r im Nenner, zweitens im Zähler 
fortschafft, 

4a — 66 + 4r 8a — 3& l^ + vV, 

Bh bh — 4a + 4r \x — y/ 

Eliminirt man hieraus r nach If., so erhält man leicht 

(ä* + i/«)(a; - yY T ' ^^ * ^ ^' 
Aus dieser Gleichung findet man dann umgekehrt wieder 
als Darstellungen von t: 

-■/ 4a — 6& + 4r i/ 8a — 36 __ Ty 2a— 136"+ 14r 

r 36 ~ r 56 — 4a + 4r ~" K ¥(ö — 2a + 2r) 

r = ]/a2 - a6 + 62; 
Es sei zweitens die Gleichung 55 gegeben, 

}/3(7a + 6 + ^) — ]/a + 7fe - ^r -=2]/7a + 6 - rr 

L. a; = l/a« + 14a6 +- b\ 

Man findet hier zunächst 

3(7a + 6 + r) . (a + 76 - r) = 9(r - a + 6)1 

Wir setzen daher 

3(7 a + 6 + r) 3( r — a + 6) _ / a? + y ^ 

3(r — a + 6) a + 76 — r Vo; — yJ 

Hieraus nach dem KS. 

g + 6 + r 6a / x + y y 

26 r — a — 6 \x — y/ 

Eliminirt man hieraus r nach If. und bestimmt y, so er- 
hält man die oben aufgeführte Gleichung (10). 

hm Da sich alle vollständigen quadratischen Glei- 
chungen, wie in li. gezeigt ist, auf die in I. behandelte 
Form bringen lassen, so müssen sie sich auch auf die hier 
behandelte Form bringen lassen. In I. sind unter 72 — 74 
die Gleichungen entwickelt: 

(a + 6 — 2a:)(9a + 6 — 10a;) = (2x - 3a + by 

(a + 96 - 10a;) (a + 256 - 26a;) = (a + 156 - 16a;)^ 
(a + 96 — 10a;)(a + 496 - 50a;) = (a — 216 + 20 a;)'^ 
L. a; «= a, 6. 

Bardey, zar Formation quadr. Gleich. 19 
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Nach dem in f. erörterten Verfahren kann man aus 
jeder dieser Gleichung sofort zwei Gleichungen von der hier 
verlangten Form hinschreiben. Man erhält: 



67. Va + 6"- 2x + V9a + 6 — lÖx = 2}/a + 6 — 2x 



68. l/a + 6 — 2a; — Yda + 6 — 10a; = 4)/a — x 



69. ya+9b- lÖx + Va + 256 — 26a; = 2}/a+166— 17a; 



60. ya + 9fe-10a; — Va + 25"6 — 26a; = 2>/6 — a; 



61. ]/a + 96 — 10a; + j/a + 496"— 50a; = 2}/a + 46 — 5a; 



62. |/a + 96-10a;-ya + 496 — 50a: = 10>/6 — a; 
L. X =i üy b. 

Die erste Gleichung hat durch diese Transformation 
eine Wurzel verloren, dfe Wurzel x = b. Wie durch Trans- 
formation einer Gleichung leicht eine neue Wurzel hinzu- 
kommen kann, so kann durch Transformation auch leicht 
eine Wurzel aus der Gleichung verschwinden. Das gleich- 
zeitige Bestehen der durch Transformation entstandenen und 
der ursprünglichen Gleichung hat nur darin seinen Grund, 
dafs beide Gleichungen mindestens eine Wurzel gemeinsam 
haben, d. h. durch einen Wert von x gleichzeitig erfüllt 
werden. Das Verschwinden einer Wurzel wird dann ein- 
treten, wenn die Mehrdeutigkeit einer Gröfse nicht genügend 
in Anschlag gebracht ist. Setzt man in der Gleichung 57 
der rechts stehenden Wurzel das doppelte Zeichen + vor, 
so erscheint auch die Wurzel x = b wieder. Bei den fol- 
genden Gleichungen ist das doppelte Zeichen ohne Einfliifs, 
nur bei der ersten, weil hier rechts dieselbe Wurzelgröfse 
steht, welche schon links steht, die Gleichung also eigent- 
lich nur zwei Wurzelgröfsen enthält anstatt drei. 

Aus der in I. 76 aufgestellten allgemeinen Gleichung 
erhält man: 



63. ym^a + n^b — {m^ + n^)x + yp^a + q^b — {p^+^)x 

= V(m+i))2a+(n+g)'^6~((m+2.)«+(w+^)V 

L. X = üy 6. 
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Setzt man hierin für m, n, p, q bezw. 1) 2, 1, 1, 2; 
2) 3, 1, 1, 3; 3) 7, 1, 4, 6, so erhält man: 



64. V4a + 6 — 5a; + }/46 + o — 5a; = 31/« + 6 - 2a; 
66. Yda + b—l6x-\- yn + a—lOx = 4}/a + b ^^ix 



66. y49a + 6 — 50a; + 2)/4a + 96 — 13a; 



= -1/121 a + 496 — 170a;. 
L. X = a, 6. 

Diese Gleichungen sind unter [130i — I3O3] aufgeführt. 

Aus den Gleichungen 57 — 66 kann man nun Gleichungen 
von der hier behandelten Form mit beliebigen andern Wurzeln 
bilden, indem man für a und 6 diese Wurzeln ^etzt, oder 
man kann solche Gleichungen nach dem in f. angegebenen 
Verfahren aus den in I. 77 — 89 entwickelten Gleichungen 
durch Transformation herleiten. 



227. 



228. 



229. 



XIII. YA+VA^G^ 

VÄ -VB D 

Yx + « + 21/a? — a X -\- Sa 

L. X = — üy a'/2. 

l/a? + <^ + ^V ^ — <» X -\- a -\' 2h 

yx + a — 2>/ac~^~a ic + a — 2ö 



ya + h -M + 1/ä +T^ « a + 26 — a; 

L. a; = a + &, f/a^ + 2afe. 

a. Die hier vorgeführten Gleichungen sind kubisch. Sie 
haben die Form 

(V) y^ + y^ _ ^ 

19* 
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Gleichungen dieser Art lassen sich sehr leicht aus den Dar- 
stellungen von t hinschreiben, welche aus symmetrischen 
Gleichungen des vierten Grades entwickelt sind. Man *hat 
nur ^4 gleich irgend einem andern t und x statt r zu setzen, 
zu quadriren und korr. Add. anzuwenden, so ist die Glei- 
chung fertig. Aus den Darstellungen von t bei (3) in I. 
kann man z. B. hinschreiben, wenn man — x statt r setzt: 



V 



3( 5a -}- b — x) __ 6a -f 6 — a; 
bb -}- a — X a -i- b — X 



^2) 1/ 3(6 g + h ^ x) 7a — h + X 

V 6h + a — X a — 36 — x 



V 



3(6a -{- b ~ x) 6tt 



6b -}- a — X a — b — X 

Hieraus bezw. durch einfache korr. Add. 



I V3(5a + b — x) + 1/56 + a ~ x Sa + b — x 

l/3(5a + 6 -^ — 1/66+0"^^ 2a 



2. 



L. x=^5a + b, Ya^ + lOab + b\ 

ys{6a + 6 — .t) -f V66 + a — X 4a — 26 



/3(5a + 6 — a;) — y6b + a — x 3a + b + x 



L. x = na — nb, Yo? + 10a6 + 61 



3. 



>/3(5a + 6 — ä) + V^ß 6 + « — ^ 7a — 6 — a? 

l/3(5a + 6 — a;) - }/56 + a — a? ~ 6a + 6 — a; 



L. a = 7a — 6, )/a2.+ 10a6 + 61 

In derselben Weise ergeben sich aus der 1. und 4. Dar- 
stellung von i bei (5) in I. und aus der 3. und 6. Dar- 
stellung bei (6) in I. die Gleichungen: 

. y6a -j- 6 -f3ic + 1/66"+ AT -f x x — a -\- 13 6 

Y6a->r 6+3^ — }/6^^ a -f a; ic^— a + 6 



5. 



L. rc = a — 196, ■/(« — 6)(a + 116). 

l/2(S — ^ + V^c"^^^ a + & + ^ 



l/2(a; — 6) — }/a; — a 

L. iT = 2a — 6, /ö^^öl 



3a — 6 — X 
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Vä - yw i> 

Aus einer GleichuDg von der Form 
ist hier oben stets gebildet 

(4) y3:+ V B ^ G + D 
VÄ-yw G-D 

Man kann durch korr. Add. aber auch allgemein bilden 

pyÄ + qy'B ~ pc +~qn' 

So erhält man z. B. aus der ersten Gleichung bei (2) für 
m = 2, n = 3, 2? = 3, g = 2 die Gleichung 

6 2V3(6a_-fF^"^ + 3|/56~+'ä^^ ___ 13a + 66 — 6a; 
3V3(5a + 6 — 0;') + 2|/6"6 +T^^ "~ iTa + 66 — 6a; 

L. a; = 5a + 6, Vä^~+ lOah + fe^ 

Die Lösung kann keine andere sein, als die zu der Glei- 
chung 1 gehörige oder als die der ersten Gleichung in (2). 

So kann man aus jeder der bei (2) aufgestellten Glei- 
chungen beliebig viele andere von der hier verlangten Form 
ableiten. 

Wählt man die 1. und 5. Darstellung von t in I. bei 
(7), so hat man zunächst 

rQ\ 1 /6 a + 126 4- ^^^ 3a + 26 + 3a; 

V 5a — 12 6 + 13a; 3a — 26 + 3a; 

Und hieraus 

7 '/6'ä + 126 + 13a; 4- }/6 a — 12"6 -f 13a; ^ 3(a + x) 
yba + 126 + 13i — l/5ä — 126 + 13i ^ ^ 6 

' ' . '.» \ V. .1. 

7 . ^ ^h m^fi]\^H > ' ^** f -qu adr^tisp^ , . ^ wenn ^ man , . nicht die 
^\^;^(^}i.fc.^^ op^ in. -^rechnung bringen will» Dafs die Glei- 
chung 7 quac^^t^acbsiJiSii^.f^Jigt ,a^9 dejc. G^ichimg (6).^. Hier 
mufs sich a? fortheben. So, mufs ^sich auch aus der Gleich- 
setzung der 3. und 11. Darstellung vbn t bei (17) in Vc. 
eiüe'qüädrattsche 'Gleichung ergeben.' Mäh einhält nach dem 
angegebenen Verfahren^"=" ^" '"' " ''''"' ' '^ ^^ 
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^ |/41a + Oft ~ 3a? + y4tlb + 9a — Sx ba + 6b + x 

l/ila + 9T— 3.r — ]/416 -Ma — 3a; ~ 8(a — 6) 

Auch die in VII. vorkommenden Gleichungen können 
leicht auf die hier verlangte Form gebracht werden. Man 
zieht die Wurzel und erhält eine Gleichung von der Form 
(3), die dann durch korr. Add. nach (4) oder (5) leicht auf 
die hier verlangte Form gebracht werden kann. Diese Glei- 
chungen werden sämmtlich quadratisch. So erhält man aus 
[33], [33i], [333], die vorn in VII. angegeben sind, und aus 
der 2. und 4. Gleichung in Vlla. bezw. folgende Gleichungen: 

yia —'96 + 3~i + >/7& — "9 a + 3"^ a + 6 + rc 



9. 



10. 



l/7a — 9& + 3ä — 1/76 ^^ä~+ 3a; 4(a — &) 

L. a; = 1/9 a« — 14 a6 +~96l 

2>/i7tt~+ &'+^ — I/17& 4-ä"+ag a; + 9a — 36 

2V/l7ft + a + a; — Vl7a"4^ft~+Ä ~ a; + 9 ft — 3a 

L. a;==l/a*+"34a6+Tl' 



^1 3V6a: + 9a + ft — 1/6jc + 96 +a _ x +^ 
3>/6^ir4- 9ft +~ä — >/i5a; -f 9ä~+ h~ x + b 

L. a? = 1/06. 

12 V5^-:i^«H-^^ +j/5"ic]^ 3a -^46 a + a; 
ysa; — 3a +4ft — j/Ba; — 3a - 46 "^ 26 



13. 



yb~a+Tb~—Sx + yha — 46 — 3i a + o; 



|/5a + 46 — 3a; — l/öa — 46 — ix 26 

b. Am einfachsten lassen sich Gleichungen von der 
voranstehenden Form aus den in I. behandelten Gleichungen 
bilden. Die Gleichungen in I. haben die Form 

(7) AC^B\ 

Dividirt man diese Gleichung in die identische Gleichung 
A^ = A^ und radicirt, so erhält man 
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YA-VB ^ 



A 
B 

Hieraus durch korr. Add. 



(8) ]/^ = 



^Qv myA + nyc mA + nB 

Hier ist zu den beiden Wurzeln, welche die Gleichung 
(7) liefert, eiue dritte hinzugekommen, welche die Gleichung 
-4 = liefert; denn auch A = genügt der Gleichung (8) 
und folglich auch der Gleichung (9). 

Statt (8) kann man aus (7) auch bilden 



(10) Vt=c' 



indem man die Gleichung (7) durch C^ dividirt und radicirt. 
Aus (10) folgt dann weiter 

^ ^ pVÄ+ qVG ~ ~pB~+qC 

L. 1) C=0, 2) AC = B\ 
Die einfachsten Fälle der Gleichungen (9) und (11) sind 
, . VÄ+ VC~ _A + B 

L. 1) ^ = 0, 2) AG = B\ 

nq^ y x+ yc B + c 

L. 1) C=0, 2) AC=B\ 

In (12) ist zu der Gleichung (7), von der wir ausgegangen 
sind, noch die Gleichung J. = 0, in (13) noch die Gleichung 
(7=0 hinzugekommen. 

Nehmen wir Beispiels halber die Gleichung 

{x -\- a){x — a) = 6^ 



h, x = Va^ + h\ 
so ist nach (7) hier 

A = X -{- a^ C = X — a, jB = 6. 



^p6 xiub. y^+ys ^p... 

Wir bilden nach (8) oder (10) zunächst 

b 



l/^+ « = ^+^ oder = - 
V X — a X — a 

und erhalten bezw. nach (12) und (13): 

I j V^+ a + Vx — a X -\- a -{- h 

V'x~+ a — Yx — a ~ x + a — b 

L. a: == - a, Ya^ + 6*. 

1 c V^ + öl + V^ — « ^ — a + a; 

yx^ä — yx — a "" & + a — ^ 

L. X = a, Ya^ + 6^. 

Nehmen wir die Gleichung [10] 
(9a - 76 + 3a:)(96 - 7a + 3a;) = (3a + 3& + o;)*, 
so ist 
A = 9a- 76 + 3a;, C=96 — 7a + 3a?, B = 3a + 36 + :r. 

Dann hat man nach (8) zunächst 



(14) l/ ^^ — 75 + 3a; 9a — 7 6 + 3a; 

r 9b — 7a -+^3ic ~3ä~+ 3ft + a; ' 

Hieraus kann man nach (9) durch korr. Add. viele andere 
Gleichungen ableiten, welche die hier verlangte Form 
haben, z. B. 



16. 



Yda — 7b + 3a; + l/9& — 7a + 3a; 6a — 26 + 2x 
y9a — 7h + Sx — y9b — 7a + 3a; 3a — 66 + a; 



l„ 3|/9a — 76 + 3a; + 7>/9 6 — 7a + 3a; 3a + a; 

3|/96^-"7~a~+ 3 a; — V9a — 76+ 8a; ~ 6 

L. a; = ^^-, l/9a2 - 14a6 + 96«. 

Die Lösung kann keine andere sein, als die i^t Glei- 
chung (14). .Il-»;(fiH(>>:MV»ii\M:![ (>^r-\> 
Für die^'lid's'Ü^^^ '^ * fu'':' vfM'.ij^'iMM fJvv (rut^il'^/: 

sind unter 6, 7 und 8 in I. die Gleichungen aufgestellt: 

1) (5x — 4a+3hylx^l)=^^a + b — x^ ^ 

2) (5^ - 4a + 36) (13rc - 12a - 6^'^[h'x — '^a%if 

3) (5x + 4a +^^6^2^^- 2a) ^\x'-^ ^^36)1 
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In 1) ist — b statt b, iu 3) — a statt o gesetzt. — Aus 
diesen Gleichungen kann man nach dein angegebenen Ver- 
fahren die folgenden Gleichungen liinschreiben. Die ersten 
beiden sind aus 1), die letzten beiden bezw. aus 2) und 3) 
abgeleitet, 18, 19 und 21 nach (10), 20 nach (8). 

18. 



19. 



20. 



ybx 


— 4a + 36 

— 4a+ 3ö 


+ yx-^ 

— Vre — 


6 

6 < 


a 




+ 




ybx 


1 + 6 

2a — 
2a + 


— X 

b -\- X 
36— 3a; 

6a; — 6a 
"^ 2a + 6 

• 

-a+6) 
36 — a; 




Ybx 


— 4a + 36 


+ ^yx - 


- 6 




ybx 

L. X 


— 4a + 36 

— 6, Va' 

— 4a + 36 


— 2yx - 


-6 




ybx 


+ ynx - 


- 12a 


56 


26 


ybx 


— 4a + 36 

4a — 36 
5 


— yv6x - 


- 12a 


56 

3(a; - 
= a + 


X 


L. X 


, V^«^-f 


'61 




ybx 


4- 4a + 36 


+ >/2a; - 


-2a 




ybx 


+ 4a + 36 


— yix - 


- 2a 





L. x = a, )/a* + ^*- 
In I. kommen weiter unter 25, 30, 53, 62, 66, 72, 73, 
81 und 87 folgende Gleichungen vor: 

X ■\- a ■\-b){x — a — b) = %{a — b^ 

3o + 34 + x) (3a -\-3b — x) = 8(a — bf 

o + b + 2x) (a-2b + 2x) = (2a — 6 + xf 

13a + 126 — 5a;) (5a + 46 - 5x) = (8o + 76 - Axf 

4a + 96 - 12«) (a + 46 — Ax) = (2a + 66 - 7a;)* 

9a + 6 — 10a;) (a + 6 — 2a;) = (2a; — 3a + 6)* 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 



2 



a + 256 — 26a;) (a + 96 -, 10x).=r=.(a,Th 156 - 16a;) 
13a; - 13a + 126^(53; -•^a4-''46)=<t8a; — 8'a 4 7^)* 



;21 — 10a;) (53--^ 26*5 =? {^ —'t^xf • " ' '"M ,^<. 

In 5) ist — X statt a; gesetzt! Auä diesen Gleichungen 
erhält man nach dem oben angegebenen.'. Verfabreati,.! 'wenn 
man überall nur einfache korr. Add. anwendet^ also^ (12) 
83el' '(l3^)'*1Senutzt'/^folgencle jjl^löicnun^efi ' von der hier yer- 



imieV'ni^v 
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22. 



23. 



24. 



25. 



26. 



27. 



28. 



29. 



30. 



y2{x + o + &) + V^a? — a — b Sa — bb + X 

y2{x + a + b) — yx^^a~-^ 6a — 3b — x 

l/2(3a + 3& + fl?) + /3 a + 3b ^^T^ la~b —x 

iK2(3a + 36 + x) — /sä + 36-^ ~ a — lb +x 

h, x = 3(a + fc), |/^^+"34a6 + &^ 

l/rt + & + 2^ + Va — 26 4- Sa; 3(a; + a) 



/a + ft + 2^ — |/a " 2ft + 2aj ä — a + 26 

L. a; = - ?4^, ]/a2 _ ah +"fcl 



>/l3a + 126 — 5^ + yb a + 4 ir^^~3^ 13a + 116— 7a; 

Vl3a + 126 — bx — yha + 46 — 3ä; ~ 3a + 36 — a; 

L5a + 46 - / g TT 



}/4a 4 - 96— i2x + "[/a + 46 — 4a; 3a + 106 — IIa; 

V4a + 9ö -12a; — |/ä + 46^— 4a; a + 2~6 ~ 3a; 

4 



j a + 46 ^/-j- 



y^a + 6 — 10a; + l/a + 6 — 2a; a — 6 



/9a + 6 — 10 a; — /a + 6 — 2a; 2(a — a;) 
T a + 6 , 

h. X = —^ — , a, 0. 



}/ä~+ 25 6 — 2 6^ + >{» + 9 6 — 10a ; a 4- 12 6 — 13a; 

|/a + 256 — 26ä — Vä~+~96 — ~i0^ ~ 3 (6 — a;) 

T a + 96 , 

L. iT = — ^^ - , a, 6. 



>/l3a;^- 13a -f 126 + Ybx — 5a + 46 1 3a; — 13a + 116 

/i3a; — l3ä~+ 126 — /5a; — 5a + 46 3(a; — a + 6) 

T 5a — 46 , , , 

L. rr = , a + 6, a — 6. 



/21 — lOa; 4- /63 — 26a; 27 — 13a; 

/21 — 10 a; + /53 — 26ac 3a; — 6 

h, X = - , 3, 2. 



10 

Auch die oben zu Anfang dieses Abschnitts vorgeführten 
Gleichungen sind nach dem hier in b. angegebenen Ver- 
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fahren gebildet worden. So ist 227 zusammengesetzt aus 

1) (x + a) (a; — a) = a^, 2) a? + a = 0. 
Man erhält nach (8) zunächst 



-i/x + <* x -{' a 

y X — a a 



lind hieraus nach (9) für m = 1, w = 2, |) = 1, g = — 2 die 
Gleichung 227. 

Der Gleichung 228 liegt dieselbe Gleichung zum Grunde, 
wie der oben entwickelten Gleichung 14. 

Die Gleichung 229 ist zusammengesetzt aus 

1) (a + b + x)(a + h — x) = b% 2) a + h — x = 0, 

Sie ist formirt nach (13). 

Auch die Gleichung [225] kann auf diesem Wege sehr 
leicht abgeleitet werden. Man setzt sie zusammen aus den 
Gleichungen: 

1) (a — x){x — h) = (x - by, 2) a - a; = 0. 

Das giebt nach (8) und (12): 







VF 


X 

■b ' 


a — X 
X — b 




Va. 


— X 


+ |/aJ- 


h 


a — 


b 


Va- 


— X 


— Yx- 


b 


~~ a+b 


— 2x 




L. 


X = ttj 


h 


a + b 

■ ■ « 
9 





Alle hier in b. aufgestellten kubischen Gleichungen 
unterscheiden sich übrigens hinsichtlich ihrer Auflösung 
wesentlich von den in a. aufgestellten, wie sich die Glei- 
chungen (8) und (10) wesentlich von der Gleichung (3) 
unterscheiden. Die Gleichungen (8) und (10) sind gleich an 
ihrer Form als zerlegbar zu erkennen; für (8) genügt J. = 0, 
für (10) genügt C = 0. Die in a. entwickelten Gleichungen 
sind allgemeinerer Natur. Sie lassen auch immer eine Zer- 
legung zu, doch ist diese nur in besonderen Fällen, wie bei 
den Gleichungen 1 und 6, welche aus der ersten Gleichung 
bei (2) abgeleitet sind, leicht zu erkennen. Man mufs alle 
Wurzeln fortschaffen, die Gleichung ordnen und kann erst dann 
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an die Zerlegung gehen. Bei den in b. entwickelten kubi- 
schen Gleichungen giebt immer eine der links stehenden 
Quadratwurzeln, gleich Null gesetzt, eine Lösung der Glei- 
chung; bei den in a. entwickelten Gleichungen ist dies, die 
Gleichungen 1 und 6 ausgenommen, nicht der Fall. 



XIV. ^+^ 



+ Yb _^/c 
-1/5 Yd 



Ya- Yb 



* ^hx — 7a — y'x^ a V os ^ 4a 

L. x = a, --a(ß + |/4l). 



oqi V2a + X + >/;-3(2a — a;) ~\/^^3' ^ 

* l/2ä4^ic — V'S(2a — x) ~ ^ 2(a — a;) 



y^a + x — >/3(2^ 

L. o; = 4a, + a. 



* yia + x + l/3(a-a;) ^^ 2(2« — a;) 

L. o; = 5a, + a. 



^qo |/a; + « + 2|/a; — a l/^^ + ^ 
• Vi"T~ä — 2l/5"^^a '^ V bx—la 



Yx + a — 2>/, 

3 
"5 



L, X = — a, a|/2. 



234. 



= "|A_±Ä: 



y4^a+ h-^Ix — Yb i/a + b--2x 

h, X = — r^ — , j/ao. 



Yx + a-^iY^-f^ r.5a;-3a-4b ., ,.un.t 



!»••»» I I . 1 



VSa — 46-f- 6« — y« — a . , T,2(f«; — ö) , , , .a • 
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Va - yB 



237 VB{la + b — x) — Vlb -\- a + x ^ •i/ '7a + b~+ x 
y3(7a + h—x) + ]/7fe + a +"^ ~~ f 4a + 4fe — 2a; 

L. a; = IIa + 56, ]/a^ + 14a6 + b\ 



238 1/1 43? + 2a +136 + ]/3(2a ; — 2a"— &) 1 -i / 2a; + 2a + & 

l/l4a; + 2a + 136 — }/3(2ä; — 2a — 6) ~ 2 r 2x — a + b 

L. ^ = -^^4=-^ , i/^+r^-j+Ti 

a. Diese Gleichungen haben die Form 

Sie lassen sieh am einfachsten aus den in XII. behandelten 
Gleichungen ableiten. Von diesen ist dort nachgewiesen, 
dafs sie immer paarweise vorhanden sind. Dividirt man zwei 
solcher zusammengehörigen Gleichungen durch einander, so 
entsteht eine Gleichung von der hier verlangten Form. Die 
so gebildete neue Gleichung mufs dieselben Wurzeln haben, 
welche die beiden ursprünglichen Gleichungen hatten, enthält 
aber meistens noch eine dritte Wurzel und ist daher kubisch. 
Die Gleichung [46] heifst mit Umstellung des zweiten 
und dritten Gliedes 

YAa + b — Ax -yb= 2l/a + 6 — 2a; 
L, X = Yab. 
Hierzu findet man nach XII. leicht 



|/4a + b — 4:X + Yb = 2|/a. 

Dividirt man diese Gleichungen durch einander, so erhält 
man die Gleichung 234. Es kommt dann als dritte Wurzel 
noch a; = ^(2a + 6) hinzu. 

Bildet man von den Gleichungen 7 und 8 in XII. die 
Summe und Differenz und dividirt die erhaltenen Gleichungen 
durch einander, so giebt das 235. 

Ebenso ergiebt sich 236 aus [49] und [50] ; 237 aus [55] 
und der zugehörigen Gleichung, oder aus 19 und 20 in XII., 
wenn man — x statt x setzt; 238 aus [54] und der zu- 
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Va — Vb Yd 

gehörigen Gleichung, oder aus 17 und 18 in XIL, wenn man 
— h statt 6 setzt. 

In derselben Weise lassen sich aus den in XII. paar- 
weise aufgestellten Gleichungen^ nämlich aus 1) 1 und % 
2) 3 und 4, 3) 7 und 8, 4) 9 und 10, 5) 11 und 12 durch 
einfache Division bezw. ableiten: 



I yila -f 5 -— a; + l/l7 5 + a — x -■ / Sa 

* Vna4- h^ X — T/17& 4-« — « ~ ^ 2(3o 



+ 3& + Ä 



yi7a 4_ & -_ a; — yilh + a — x ^ 2(3o+36 — a;) 



yiä — 96 + 3x — yib — 9a + Sa? ^ 2{x — a — b) 



X 1 / x 

x~ y^^ 



yia — 96 + 3x + 1/7 6 — 9a + 3a; l/ x + a + b 



L. X = i(a + 6), }/9a* — 14a 6 + 961 



o ysa? — 3a + 46 + ^öa; — 3a — 46 __ 1 -i/ x + a 
* ViiX - 3a 4- 46 — Vbx - Sa — 46 2 r a; — a 



yiix - 3a + 46 — fö 

L. a; = |a, /a* + 61 



i. V3(5a + 6 — a:) + ^66 + o — a? __ -i / 6a 
* |'3(67r+~6 — X) — ybb~+ ä~-^ f IIa 

L. a; = 4a + 26, yä*"+ rOaT+~6l 



+ 6+a? 



+ 76 — 5a; 



• ] 3o — 6 — a; + |/ö~— 36 + a: l/3o — 6 + a: 



-VJ 



Vsö"— 6 ^^ — > ö^T6~+^ '^ a — 36 — a: 

L. x = ya'*-~6~a6 + 6^ 

b. Alle oben yorgefuhrten und entwickelten Gleichungen, 
230 ausgenommen, haben zwei gleiche Wurzeln mit entgegen- 
gesetzten Zeichen und eine dritte ungleiche WurzeL Die 
beiden ersten Wurzeln können rational sein, wie in 431 und 
432, oder irrational, wie bei den übrigen Gleichungen. Die 
dritte Wurzel ist stets rational. Es lassen sich jedoch aacb 
leicht Gleichungen dieser Art aufstellen, welche drei ungleiche 
rationale W^urzehi haben. So hat man aus den Gleichungen 
57 und 58, 59 und iJO, 61 und 62 in XII. durch einfache 
Division bezw. folgende Gleichungen: 



1/ i _ V » V D 
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y~Ä — yb 



6. 



]/a + & — !5ic + l/9a + ft — 10 



a; 






2 r a — 



— 2x 

X 



6 



„ Va + ^h— 10a? + >/a 4- 26&— ,26a; -i/a 

* Va + 9&— 10a? -- l/a4-26&— 26a? ^ 






g + 176 

18 



+ 16&— 17a; 

h — X 



8. 



l/a + 96 — 10a? + >/a + 496 — 50 



X 



Va + 96 — 10a? — ^a + 496 — 50a? 



1 -i/o 4- 46 — 5a; 

~ h V h^^x 



L. X = a, b, 



a + 296 
30 



Alle diese Gleichungen, wie ihre Wurzeln auch beschaflfen 
sein mögen, hahen die Eigentümlichkeit: 

Die Summe des links stehenden Radikanden 
ist, abgesehen von einem möglicher Weise vor- 
kommenden Zahlenfaktor, gleich der Summe 
der rechts stehenden Radikanden. 
So hat man für 230, 231 und 238 bezw. 

1) (px - 7a) + {x + a) = 2((2ir -\- a) + {x — 4a)) 

2) (2a + x) + 3(2a - x) = 2((2a -\- x) + 2(a — x)) 

3) {Ux + 2a + 136) + 3(2ä; — 2a - 6) 

= 2((2:» + 2a + 6) + 4(2a; - a + 6)). 

Der Beweis für die angegebene Eigentümlichkeit liegt 
in der Bildung der Gleichungen. Die Gleichungen sind sämmt- 
lich entstanden aus zwei Gleichungen von der Form: 

yÄ + y~B = yc 
yÄ — yB = yD 

welche dieselbe Lösung haben. Diese sind durch einander 
dividirt. Dann erhält man die Gleichung (1). Quadrirt man 
nun die Gleichungen in (2), so ergiebt die Summe 

(3) 2{Ä + B) = C+D, 

womit für die allgemeine Gleichung (1) der Satz bewiesen ist. 



(2) 
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Diese Eigentümlichkeit giebt ein Mittel an die Haad, 
bei einer solchen Gleichung die dritte Wurzel sofort zu er- 
kennen : 

Man hat die Summe der links oder rechts 
stehenden Radikanden zu bilden und diese 
gleich zu setzen, so giebt der zugehörige 
Wert von x die dritte Wurzel. 
Steht ein Faktor vor der Wurzel, so mufs er vor der 
Bildung der Summe der Radikanden erst unter die Wurzel 
gebracht werden, damit die Gleichung genau die in (1) an- 
gegebene Form hat. — So hat man zur Auffindung der 
dritten Wurzel für die Gleichungen 230, 233, 234, 236 und 
238 bezw. 

1) {2x + a) + {x — 4a) = 0, d. h. a: = a 

2) {bx + a) + (px — la) = 0, d. h. a; = \a 

3) (a + 6 - 2a;) + a = 0, d. h. a; = 1^L±± 



4) {x + a) + 2{x - 6) = 0, d. h. a: = 



2 

2& — a 



5) (2a;+2a+&)-f4(2a;-a+6)=0,d.h.a;=^^5^^ etc. 

Fällt in einer solchen Gleichung die Unbekannte fort, 
so ist die Gleichung quadratisch; sie hat keine dritte Wurzel, 
oder man mufs die dritte Wurzel = cx) setzen. So hätte 
man für die oben aufgestellte Gleichung 5 zu setzen 

(3a — 6 + ä;) + (a — 36 — a;) = 0. 

Das geht nicht, da x sich forthebt, wenn man nicht a;==oo 
gelten lassen will. Die Gleichung läfst sich bei gehöriger 
Umformung durch den Faktor (3a — h-^-x) -{- {a — 36 — a;) 
= 4(a — 6) heben. Die Gleichung wird erfüllt durch 6 =«, 
unabhängig von x. Den Faktor darf man nicht =— setzen, 
da er kein x enthält. Die Gleichung ist- quadratisch. 

c. Die in b. gezeigte Eigentümlichkeit der hier behan- 
delten Gleichungen giebt ein Mittel an die Hand, solche 
Gleichungen in beliebiger Anzahl aufzustellen, besonders aus 
den in I. vorkommenden Gleichungen. 
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Die DiflFerenz der Quadrate der Gleichungen (2) giebt 

(4) 4>/Z^ = 0~D. 

Man hat also, wenn man quadrirt, eine Gleichung von der 
in I. behandelten Art, wie man umgekehrt durch Radiciren 
aus jeder Gleichung der in I. behandelten Art eine Gleichung 
von der Form (4) erhält. Kombinirt man mit der Glei- 
chung (4) die Gleichung (3) 

(5) A + B^^^ 

durch Addition und Subtraktion, zieht jedesmal die Wurzel 
und dividirt die so gewonnenen Gleichungen durch einander, 
so erhält man 

Vä + Vb 



— VB V SD - c ' 



YÄ — VB 

d. h. eine Gleichung von der hier verlangten Form, deren 
Lösungen nach (3) und (4) durch die Partialgleichungen 

1)Ä + B = 0, 2)AÄB = {C—Dy 

gegeben sind. 

Die Gleichung [9] 

(a 4- 56 + x){5a + 6 + 3a;) = {2a + 46 + 2xy 
L. x = y{a^ 6)(a + 116) 
hat die in I. behandelte Form. Daraus folgt nach (4) 



2y(a + 56 + a;) (5a + 6 + 3x) = 4a + 86 + Ax. 

Hiermit ist durch Addition und Subtraktion nach (5) zu 
kombiniren 

(5a + 6 -f- 3x) + (56 + a + a:) = 6a + 66 + 4x. 

Dann erhält man nach dem angegebenen Verfahren 



^ Yba +b + Sx + ya + bh + X -i / 6a + 7& + 4a; 

' yba + b + Sx - y~a + ih~-fx ~ ^ « — ^ 

L. ä: = ~ f (a + 6), l/(a - 6)(a + 116): 

Die dritte Wurzel ergiebt sich sofort aus der Gleichung 
(5a + 76 + Ax) + (a - 6) = 0. 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 20 



306 XIV c. l^^+J'? = l/£. . 

Tn I. kommen unter 6, 19, 44, 48, 75 die Gleichungen v< 

1) {bx — 4a - 36) (« + 6) = (a; — 2a + hf 

2) (5a + 496 + a;)(lla + 76 — 5a;) = (a + 176 - 7, 

3) (13a +126 + 5a;) (37a + 126 - 35a:) 

= (15a 4- 206 - 9a;)« 

4) (9a + 6 + 6a;) (a + 256 — 10a;) = (14a; - 3a + » bf 

5) (9a + 256 — 34a;) (9a + 496 - 58a;) 

= (9o — 356 + 26a;)*. 

Aus diesen ergeben sich nach dem oben erörterten xind 
durchgeführten Verfahren bezw. folgende Gleichungen von der 
hier verlangten Form: 
-„ j/Sa; — 4,ör— 36 + ]/x + 6 -1/2(0; — o) 

ybx — Tä — 3 6 — yx + b ' X — h 



^1 yha 4- 4 9 6 + a ; + ]/irö + 76 — 6a; -i/ gCa + 66 - g) 

]/6a + 496+~5 — >/llo+ 76 — 6a; r7o+ll6+5x 

L. a; = 4a + 146, |/a*^ 1006^6*.' 

1 2 )/l3a+1264-5a; + V37o+126 — 36x -|/ 4(6a4-46— 3a:) 

yi3a + 126 + 6i — ]/37ä^+T2ö— 36x ' 60 — 46 — S« 



|o |/9a + & +6a; + ]/a + 25ft — 10a; -i /a + 9& + 6a; 

>/9a + 6 + 6a; — |/a + 25& — 10a; "" r 4(a + 6 — 2a;) 
T 5a+13& _/-T 



14. 



>/9a-f 25Ö — 34a; + ]/9a+496 — 58a; -i/9a + 6 — 10a; 



r 36(6 — 



|/9a+256 — 34a; — >/9a + 49& — 58a; ^ 36(6 — a;) 

T 9a + 376 , 

L. ^ = jg , a, b. 



Auf dem hier in c. angegebenen Wege lassen sich auch 
die Gleichungen 230 — 233 leicht ableiten. So geht man für 
die Gleichung 231 von der Gleichung aus 

{2a + x){2a — x) ^'ix^ 
L. X = + a. 






Dann hat inan weiter 

(2a + x) . 3(2a — x) = 9x^ 



2/(2a + x) ' 3(2a — x) = 6x. 

Diese Gleichung ^ kombinirt mit der identischen 

(2a + x) + 3(2a — x) = 8a — 2a:, 
giebt 

y2a + X + >/3(2a - x)= 2>/2a + a: u. s. w. 

Bei der Gleichung 230 mufs man ausgehen von der 

Gleichung 

(5a; — 7a) (x + a) = (x + 5a)l 

Diese Gleichung hat zwar die Form der in I. behandelten 
Gleichungen, doch sind die Wurzeln irrational und ungleich. 
Der Ursprung der Gleichung ist unklar. 

d. Auch aus den Darstellungen von t, die sich aus 
symmetrischen Gleichungen des 4. Grades ergeben, lassen 
sich leicht Gleichungen von der hier verlangten Form ab- 
leiten. So hat man aus der 11., 3. und 4. Darstellung von t 
bei (6) in V. 

'I7a + 5 — X 5a -\- b — X 7a — 6 + a; 

b -\- a — X X — a — 6& Ib — a -^ x 

Hieraus folgt durch korr. Add. 



w Vi 



._v yil a + b — X + yilb + a — x 2(g — b) So+Sfe+a; 

^ ^ l/l7a + 6 — a; — |/l7&+a — a;~3a+3&— a;~ 4(a — fc) 

Multiplicirt man die letzten beiden Quotienten mit einander 
und zieht die Wurzel aus dem Produkt, so erhält man eine 
gleichwertige Gröfse und daher die Gleichung, welche oben 
unter 1 auf andere Weise entwickelt ist. 

Ahnlich hat man aus den Darstellungen von t bei (45) 
in le. 

^^ V a + 266— 10a; 66— x 5a;— a 



/Q. >/9a+6 + 6a; + Va 4-26 6 — 10a; __ 36 + a; 3a;-|-a 

^^ y9a + 6 + 6a; — >/a + 266— 10a; "" 2a; — 26 *" 2a ~2a; ' 

In (7) waren der zweite und dritte Quotient so geformt, 
dafs der Nenner des einen gleich dem Zähler des andern 

20* 
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war, wenigstens bis auf einen Zahlenfaktor. Bei der Mult 
plikation der Quotienten hob sich daher die Gröfse a — 
fort. In (9) ist dies nicht der Fall. Nach dem schon o 
angewandten und besonders in Vg. erörterten Verfahre 
kann man mit Hülfe des KS. den zweiten und dritten Qu 
tienten in (9) leicht so umformen, dafs der Nenner des ein^: 
gleich dem Zähler des andern wird. Man erhält die gleic^x 
wertigen Quotienten: 



^ ^ ia + 4& — 8a; ~" 2Ö — 66 + A:X ~" V 4a+46 — 8a; 

und daher aus (9) und (10) die Gleichung 



^- > /9a + 6 + 6a? + >^« + 26& — lOa? "i /a + 96 + 6a; 

* >/9ä~+"5 ~-f~Öx — ]/ä rf 256— 10a; ^ 4a + 46 — 8a; 

j 6a +136 ^/^r 

Auf diesem Wege sind wahrscheinlich die meisten der 
oben vorangestellten Gleichungen entstanden. 

e. Bei allen hier vorkommenden Gleichungen steht links 
im Zähler die Summe, im Nenner die DiflFerenz derselben 
Wurzelgröfsen. Die oben zur Aufstellung dieser Gleichungen 
angegebenen Methoden lassen sich in ähnlicher Weise, wie 
es bei (9) in XIII. geschehen ist, leicht dahin erweitem, dafs 
man Gleichungen erhält, in welchen die links vorkommenden 
Wurzelgröfsen beliebige Zahlenfaktoren bei sich haben. Der 
Charakter der Gleichungen wird dadurch kein anderer und 
die Auflösung wird dadurch nicht wesentlich erschwert. 

So hat man aus der Gleichung (6) durch korr. Add. 



,..s 2>/l7a 4- 6 — a; + Vllh + a — x 

^ 2V176 -{- a — X + vTTä +~6~-^^ 

9a— 36 — a; 13a + 66 + 3a; 

3a— 96 +^ 5a +~I36 + 3a; * 

Pilr die letzten beiden Quotienten erhält man nach Vg. die 
gleichwertigen 



,^^^ 21a+216 + ll.i; 67a + 96 + 7a; i / 57a + 96 + 7a; 

^ ^ da + 576 + 7a; 2lä4^16+Tlä; ~" V 576 + 9a + Ix 
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X)aher erhält man aus (11) und (12) 
jg 2yna + b — X + yilb + a — X _ -t/6Tä[+Jb'+~Tx 

Aus der Gleichung (8) hat man durch korr. Add. 



^y9a + b + 6x — ya + 26b — lOx Ix—^b la — 3x 



sya+2bb—10x — y9a+b + Qx U6 — 6iC Ux — 6a 

Man findet nach Vg. die gleichwertigen Quotienten 



116a; — 42a — 426 49a + 96 — 42a; lT/49a+ 96 — 42 a; 



— 42a; 1 -■/ 49a 

a — 426 YV 496" 



36a+ 1966 — 168a; 116a; — 42a — 426 2 r 496+ 9a — 42a; 

und hat daher die Gleichung 



1 7 2V^«"+~^ + 6x —ya + 256 — 10a; J^-i y49a +~96— 42a; 

3ya + 266— 10a; — >/9a"+ 6"+~6lc~ ~ 2 K 496 + 9a — 42a; 

T 736 — 15a ,/— £- 
L. X = , V^i' 

Allgemein ist bei (19) und (20) in XIL gezeigt, dafs 
man aus einer Gleichung 

(13) AC^B\ 

wie sie in I. behandelt sind, eine Gleichung von der Form 

(14) m]/l + nYC = ym^A + n^C + 2mnB 

ableiten kann; Man kana daher aus (13) auch ebenso gut 
bilden 



(15) pVA + qYC = Yp^A + a^C 4- 2pqB. 

Dividirt man die Gleichungen (14) und (15) durch einander, 
so erhält man 



pyÄ + qycr~ y P'^ + a'C+ 2pqB 

L. 1) Amp = Cnq-, 2) AC = B\ 

Nimmt man z. B. für die Gleichung (13) 

1) (a + a;)(a-a;) = 6^ 
so dafs also 

A = a -\' Xy C=a — x, B = 
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ist, und setzt für m, n, jp, q bezw. 1) 3, 1, 1, 3; 2) 3, 2, 2, 3, 
so erhält man aus (18): 



3l/ö"^'S' 4- 1/0+ V ^^ ß"« 



+ 35 + 4a; 
SyTcT^'x + 1/0+ V ~~ '^ 6a + 35 — 4a; 



20 ^V^^ + a; + 2Va"^"a; -t/ lSa + 125 + bx 

* sy'^^ + 2>/M^^ ~ V lSa+ 125 - 6a; 

Nimmt man für die Gleichung (13) 

2) (a + 6 + 2x) (a - 26 + 2a;) = (2a — 6 + a:)^ 

welche in L 53 aufgeführt ist, so ist 

A = a + b + 2x, C = a—2b + 2x,B=^2a — b + x, 

Bieraus erhält man nach 18, wenn man für m, n, p, q die 
schon oben angewendeten Werte setzt: 



21 ^V^ + ^ + 2^ + Va — 25 4- 2a; ^ -i / 22a + 5 + 26a ; 



3|/a-25 + 2a; + )/a + 5 + 2a; ^ 22a - 235 + 26a; 



22. 



3")/a + 5 + 2a; + 2>/a — 25+ 2a; T/37a — 115 + 38a; 



_ -1/ 37 g — 
~ r 37a — 



3|/a — 25 + 2a; + 2>/a + 5 + ix r 37a — 265 + 38a; 

li. x= ^0? — a6 + 6^. 

Bei allen in diesem Abschnitt vorkommenden Gleichungen 
stehen links dieselben Wurzelgröfsen. Ständen links ver- 
schiedene Wurzelgröfsen im Nenner und Zähler, so würde 
die Gleichung nicht mehr als quadratische Gleichung lösbar 
sein. So stehen in I. unter 11 und 13 die Gleichungen 

{^x + 4a - 36) [Vlx - 8a — 156) = (Trr +- 2a — 96)« 
(5a; + 4a - 36) (13a; — 12a +■ 56) = (4a +■ 76 - xj 

Beide haben dieselbe Lösung 

a; = j/a^ + 6^ 

Aus den beiden angeführten Gleichungen erhält man nach 
dem mehrfach angewendeten Verfahren: 



Ybx + Aa — U +- yilx - 8a - 156= 6Yx^^ 
Yox +- 4a — 36 + >^13a; — 12a + 56 = ^Yx + 6 



XVa. l^j + Vi^ + 1/^, = 1/5 . 811 

Jede dieser GleichuDgen hat noch dieselbe angegebene Lösung. 
Dividirt man sie jedoch durch einander , so erhält man 

Vbx + 4g — 3& 4- j/JTa; — 8a— 166 _ S-i/x — b . 
ybx + 4a -^3& + >/l3i~ 12a+TJ "" 2 K a; + & 

Dieser Gleichung wird zwar genügt durch 

sie ist aber vom 8. Grade. Scheidet man die beiden an- 
gegebenen Wurzeln aus, so bleibt immer noch eine Gleichung 
vom 6. Grade zu lösen übrig. 



YA + YB + yc ../D 
^'' YÄ + YB-yc V E 



289. 



yx + a + y2a + yx — a -i/x + a + c 



2 a + y^ — a l/i 

2 a — yx — a y ^ 



239,. 



yx + a + yiä — yx — a y sc + a — c 

L. ic = + a, ]/a^ + c^. 

|/a? — g + y^ -\- a — |/2ä ■ /a; + c 

>/i — a — >/är+~ä + y2ä r a; — c 



L. a; = 0, a, }/a* + c^ 

Va — a? + Vc 1 /« — ^ 

i/.^ir;:^Ä" J- i/zT r a; — 6 



239, , 

L. a; = ^1, ^ + ^Yia - by - 4ci 

a. Diese Gleichungen lassen sich nicht auf dieselbe 
allgemeine Form bringen. Sie sind ihrer Form und ihrer 
Entstehung nach nur ähnlich. Sie haben manche Eigen- 
schaften gemeinsam und sind daher in einen Abschnitt ge- 
bracht. Da man nach XII. die Summe und Differenz zweier 
Quadratwurzeln durch eine Quadratwurzel ausdrücken kann, 
so ist 2392 ^^^ ^3^1 verwandt^ wenn man in 239, links die 
Differenz zweier Quadratwurzeln durch eine Quadratwurzel 
ersetzt denkt. 
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YÄ+VB-yrc y '^ 

Die Gleichungen 239 und 239^ haben vier Wurzeln, sind 
also nicht mehr kubisch. Schafft man alle Wurzeln fort, so 
kommt man sogar auf Gleichungen 12. Grades. Man er- 
hält bezw. 

239. {x^ - a^y . («2 + c« - xy = 0, 

239i. x^{x - ay . (a« + c^ — a;^)» = 0. 

Zieht man links die Wurzeln, so bleiben die Gleichungen 
vom 6. Grade, und man sollte daher als Lösung eigentlich 
schreiben: 

239. x = ±ay+a, l^ä^TT', 

239,. ^ = 0, 0, a, a, Ya^ + c\ 

Die Gleichungen haben, genau genommen, zwei Paare gleicher 
'Wurzeln. 

Die Gleichungen nähern sich ihrer Form und ihrer Ent- 
stehung nach den in XIII. und XIV. behandelten Gleichungen. 
Sie lassen sich, wie jene, am einfachsten aus den in I. vor- 
kommenden Gleichungen ableiten. 

Dividirt man die identische Gleichung 

(1) (x + ay=^(x + ay 

durch die Gleichung 

(2) x^-a^ = c^y 

welche die in I. behandelte Form hat, und radicirt, so 
giebt das ^^^ y^^ _ ^ ^ ^^^ ^^^ .^ ^^^^ 

Die Lösungen dieser Gleichung müssen wegen ihrer Zu- 
sammensetzung aus (1) und (2) durch 

1) x + a = 0, 2) c(^ -a^ =(? 

gegeben sein. Durch korr. Add. erhält man aus (3) 

^ ^ Yx'-fä — Yx^ ~ ^ + « — c * 
Schafft man nun links erstens die Wurzeln aus dem Nenner 
fort, zweitens aus dem Zähler und radicirt, so erhält man 

^p.v |/ic -h « + V^ — « V^a -j /a; -{- a '^' c 

1/20" ~ Yx~A^ — Yx - a ~ V x + a — 



c 
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Wendet man auf die beiden ersten Quotienten den KS. 
mit Addition an und setzt den gewonnenen gleichwertigen 
Quotienten gleich dem dritten, so erhält man die Gleichung 239. 
Wendet man auf die beiden ersten Quotienten den KS. mit 
Subtraktion an und setzt den gewonnenen Quotienten gleich 
dem dritten, so erhält man: 



1. 



Yx — a -f- V^ + a— >/2a -i/x -\- a + c 



Yx — a — Yx + ä + y2a V x + a — c 



2a l/^ 

¥a~y^ 



Legt man statt der Gleichung (3) die Gleichung 



1 /a — X a — X 

V a 4- X m 



a '■\' X 

zum Grunde, so kommt man auf dem angegebenen Wege zu 
der Gleichung 



rt l/a -f- a; -f- }/a — a; + }/2 o; -i /m -f- « — x 

Ya 4- X — YoT^^ + Y2^ ~ y m — a + X 

L. x = a, a, yd^ — m^. 

Um auf die Gleichung 239^ zu kommen, mufs man von 
der Gleichung 

X X 

^^^ Yx* — a«" "" C 
ausgehen, welchq aus den Partialgleichungen 

1) a; = 0, 2) {x + a) (a; — a) = c^ 

zusammengesetzt ist, also hinsichtlich der Zusammensetzung 
der Gleichung (3) ähnlich ist. Wendet man auf (6) ein- 
fache korr. Add. an und erweitert den Quotienten links mit 2, 
so ist der Zähler sowohl als der Nenner ein Quadrat. Man 
erhält dann durch Radicirung 



^ ^ Yx + a — Yx — a y x^c 
Hieraus ergiebt nach dem bei (4) angewendeten Verfahren 
,^v Va; + CT + Y^— « T/2o -j / F+ c 
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Daher erhält man, indem man auf die beiden ersten Quo- 
tienten den ES. mit Subtraktion anwendet, die Gleichung 239i. 
Wendet man den KS. mit Addition an, so erhält man 



4 ^ — _ 



3. 



^x -|- a + V^ — a + }/2a -| /x + c 

yx + 'ä— Yx— a-\- )/2 



a ' ^ — 



L. x = 0, a, Yd^ + ^• 



b. Man kann auch leicht allgemeine Gleichungen dieser 
Art aufstellen. Man geht von der in I. behandelten Form 
aus. Darnach hat man 

(9) AC^B^ 

und hieraus weiter, wie bei (8) und (12) in XIII, 

(10) ]/J = 

nn V^+yc ^ ^ + B 

Hieraus, wie (5) aus (4) entwickelt ist, 



A 
B 



Yä + yc ^ ya — c ^ -i/ A + B 
Ya-c VÄ-yc V A- B 

und daher endlich nach dem KS. mit Addition 



• yX— Yc + Ya - G V A-B ' 

Die Lösung liegt in den drei Partialgleichungen: 

1)^ = 0, 2)C=0, S)AC=B\ 

Die erste und dritte folgen aus der Gleichung (10), aus 
welcher die allgemeine Gleichung I entwickelt ist. Quadrirt 
man die Gleichung I beiderseits, so erhält man 

(YÄ +j^ Ä^') _(}Ü +YC) _ A + B ^ 

Iya + yA-c){yA- yc) a^b 

Man ist daher auch berechtigt zu setzen 



l/Z + /^ - C = 0, d. h. (7 = 0. 
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statt der Gleichung (10) kann man aus der Gleichung (9) 
auch die Gleichung 

(12) Vf = g- 
zunächst ableiten. Aus dieser folgt dann 

..„. yÄ+yc B + c 

und hieraus nach dem oben angewendeten Verfahren die 
zweite allgemeine Gleichung 



' yA-yc+VA--G V B - G 

L. 1)C=0, 2)C=0, ?;)AG=B\ 

Die erste und dritte Lösung ergeben sich aus der Glei- 
chung (12). Quadrirt man, so findet man leicht, wie oben, 
dafs auch 

]/Z + }/Z^^=0, d.h. 0=0 

der GleichuDg genügt. Die Gleichung II hat daher stets zwei 
gleiche Wurzeln. Die Gleichung 2 ist ein specieller Fall der 
Gleichung II. 

Die Gleichungen I und II sind allgemeine Formen der 
Gleichungen 239 und der Gleichung 2. Sie gelten immer, 
wie auch die Gröfsen A, B, C beschaffen sein mögen. Die 
Lösungen sind stets durch die drei dort angeführten Partial- 
gleichungen gegeben. Die Gleichungen bleiben immer quadra- 
tisch losbar, wenn A, B, G lineare Ausdrücke von x sind. 
Dann haben sie vier Wurzeln. Sie sind quadratisch nicht 
mehr lösbar, wenn nur eine der Gröfsen A oder G vom 
zweiten Grade ist; sonst mufs sich die dritte Partialgleichung 
zerlegen lassen. 

Um d^ Gleichung 239 aufzustellen, mufsten wir erst 
eine Gleichung von der Form (11) oder (13) entwickeln. 
Diese Gleichungen haben aber die Form der in XIIL vor- 
kommenden Gleichungen. Aus den Gleichungen in XIII. 
müssen sich daher auch Gleichungen von der Form 239 und 
von der Form 2 ableiten lassen. 



'. Va - VB + yd y ^ 

So erhält man aus den in XIIL angeführten Gleichuugen 
228, 229 und 5 bezw. 



. Voc"+ a+^Yx — a + ]/6a — Sx -i/x + a + 2b 

Vx 4- a - 2 l^x — a4- Vba — Sx V x + a — 



26 



L. x = ±a, ycF+W. 



5. 



|/a + 6 + ^ — V^ + 6 — a; + Y^x t / x — a 



Ya + b + x + ya + b — x + y2ob V a + 2b — x 



2x -1 / 

9^ V a 



L. X = a '{- bj a + 6, "j/a^ + 2a6. 






y2{x — b) — yx~— a+ yx + a — 26 



L. X = ttj 2a — 6, VV+6^ 

Die Gleichung 4 ist 'ein specieller Fall von I, die Glei- 
chung 5 von II, die Gleichung 6 genau genommen weder 
von I noch von II. Links stimmt die Form ganz, wenn man 
A = 2(x — V)j C = X — a setzt; rechts jedoch nicht. Dies 
kommt daher, dafs hier keine Gleichung von der Form (9) 
zum Grunde liegt. Die Auflösung geschieht, wie oben an- 
gegeben. Dann kommt man auf die Partialgleichungen: 



1) y2{x — h) + yx + a — 2b = 0, 



^x y2 (aj — 6) + Yx — a a + b -^ x 



y2(x — b) — yx~^^ 3a — 6 — ÄJ 
Die letzte Gleichung ergiebt sich aus 

2a 



(14) ■/¥£^ = 



6 — a + a? 

Diese Gleichung entsteht, wenn man die 6. und 3. Dar- 
stellung von tj welche zu (a) in Ic. gehören, einander gleich 
und X statt r setzt. Die Gleichung (14) ist dani;^ behandelt, 
um die Gleichung 6 abzuleiten, wie oben die Gleichung (10) 
Zur Auflösung ist die Gleichung (14) von der Wurzel zu 
befreien, zu ordnen und dann zu zerlegen. Die Zerlegung 
liegt hier nicht so auf der Hand, wie bei den andern bisher 
aufgestellten Gleichungen. 
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So kann man aus allen symmetrischen Gleichungen des 
4. Grades, indem man die Darstellungen von t, nämlich t^ 
und ein anderes t benutzt, beliebig viele Gleichungen von 
der Form 239 ableiten. 

Setzt man z. B. die 4. und die 1. Darstellung von t bei 
(5) in I. einander gleich und x statt r, so erhält man durch 
Quadriren 



V 



6a+& + 3a; Ib — a •\- x 



66 + a + ic 66 

Hieraus ergiebt sich auf dem oben angegebenen Wege, der 
Gleichung 239 entsprechend, 



^ y 5CT + 6 + 3a; + /66 + CT4-a? + V4a — 46 + 2a; -i/ x — a 

' V5ä + &4-3a7 — Vbi-^'a^'x 4- l/iä— 4fe4-2ic V x- ^ 



— a+13ft 



y'ba + h + ^x — yb^ + cT+'x + yiä^ib + 2x ^ x- a + b 

L. x = — {a + 56), a — 196, /(a — 6) (a + lT6y 

Zur Auflösung ist die Gleichung zu behandeln wie die 
Gleichung 6. Die Zerlegung liegt auch hier nicht auf der 
Hand, nur die erste Partialgleichung 

Yba + b + Sx + yicT—W-f^ = 

ist leicht zu finden. 

Hätte man statt der 1. die 3. Darstellung von t bei (5) 
in I. benutzt, also gesetzt 



(15) |/^ 



-\-b + Sx 2a + 4& + 2x, 



+ 6b + X a + bb + X ' 

80 hätte man erhalten 



^ yba + b + Sx + ybb + a + x + y^a—^b+ 2x -i/ 3a + 96 + 3a? 

* yba + b + 3x — ybb + ä+x + y4:a — 4:b + 2x~ ^ a — b + x 

L. a: = ~ (a + 56), — (a + 56), ]/(a-6)(a+ 116). 

Die Gleichung 8 ist ein specieller Fall der Gleichung H, 
und die Partialgleichungen sind leicht aufzufinden; denn die 
Gleichung (15), auf welche man bei der Auflösung kommt, 
ist leicht zu zerlegen. 

Auch die Gleichung 239 ist aus Darstellungen von t 
abgeleitet, die zu einer symmetrischen Gleichung des vierten 
Grades gehören. Die meisten Gleichungen, welche von der 
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VÄ-VB + yc 



-Vi- 



hier gewünschten Form auf dem angegebenen Wege gebild^-t 
werden, sind jedoch unförmlich. 

Die Gleichung (9) hat die Form, welche in I. behandelt 
ist. Auch die aus diesen Gleichungen abgeleiteten Glei- 
chungen von der hier verlangten Form werden meistens a: 
förmlich, doch ist ihre Auflösung stets einfach, weil ihre Z( 
legung auf der Hand liegt oder sich leicht zu erkennen giebi. 
Die folgenden Gleichungen haben die in I. behandelte Form. 
Die ersten 8 kommen in I. vor oder lassen sich leicht direkt 
oder aus den dort aufgestellten Gleichungen bilden. 

1) (17a + b — x) (176 + o - a;) «= (3a + 36 — 3a;)* 



L. x = ya^ + 34a6 + 6*. 

2) (a; + a -f 6) (2x -2a — 26) = 16(a — 6)* 

L. a; = Yda* — Uab + 961 

3) (5a; — 3a + 46)(5a; - 3o - 46) = (5a — 3a;)* 

L. a; = Ya' + 6*. 

4) 2(a; — a) • (a; — 6) = (a + 6 — xf 

L. a; = ya* -f 6«. 

5) (5a + 76 - 4a;)(a - 6) = (2a — 26 — a;)* 

L. a; = y(a — 6)(a+ 116). 

6) (a -f 6 + 2a;) (a — 26 + 2a;) = (2a — 6 + xf 

L. X =>Yc? — a6 + 6^ 

7) (a + a;) (a - a;) = V 
L. a; = l/a« — 6^ 

8) (a 4- 46 + 4a;) (a + 46 — 4a;) = (a — 46)« 
L. a; = 1/06. 

9) (a — a;) (6 — a;) = a;« 

T ab 

h. X = 



a + b 

10) (a - a;) (a; - 6) = (a; - 6)» 

j , a-\- b 
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Benutzt man diese Gleichungen zur Aufstellung von 
Gleichungen der hier behandelten Art, wie es bei der all- 
gemeinen Gleichung I. angegeben ist, so erhält man folgende 
Gleichungen : 



9 '/l7a + 6-a; + l/l76 + <» — a^ + ^V'« — ^ _ l/ 2(5a + 6 — a?) 
l/l7a + 6 — rc — |/l7 6 + a — a; + 4l/a-?;"~ ^ 7a — 6 + a? 

L. a; = 17a + 6, 176 + a, j/a^ + 34a6 + 6^.. 



1 y^ + <> + ^ + V^ (^ — <* — ^) + K ^« + 36 — a; -i/ x+öa— 36 

Yx + a-^l) — }/2(a; — a— 6) + y3ä-f-36- aj ~ ^ ^+5^ —3« 



L. a? = + (a + 6), l/Qa^ — 14a6 + 96^ 



I ^ Vöa; — 3a + 46 + >/5a; — 3o — 46 + ]/86 ___ i / a ; + a + 26 
}/6i^ 3a + 46 — l/öa; — 3a — 46 + 1/86 ~ ^^ 4a; — 4a+26 

L3a + 46 -/ o I T9 



j2 l/2(a: — a) + >/a; - > 6 4- Va; — 2a + 6 ^ -i /_£ — a + 6 



V2(a; — a) — >/aJ — 6 + >/a; — 2a + 6 ^ 3a7 — 3a — 6 



L. o; = a, 6, y«^ + 6^ 



I o y5a+76 — 4a; + }/a — 6 4-2ya + 26 — a; _ -1/ 704- 56~6a; 
>/5a+76 — 4"S-l/ä^^ + 2l/a + 26 — :c "" ^ 3(a + 36 — a;) 

h.x = ^— , V{a-h){a+ 116). 



I . ya+6 4-2a?4-ya— 26 4-2a; + >/36 -1 / 3(a? + g) 

ya4-6 + 2a: — 1/0 — 20 4- 2a; 4-1/36 "~ r a; — a4-26 

L. x = -^-±^, ^^, Va^ - «6 + 6«. 



•iK l/a4-^ + l^« — a:4-y2a? i/a4-&4-^ 

yä4rÄ — l/ä^=^ + y2^ "" K a — 6 4- a; 



L. a? = + a, Ya^ — 6*. 

Iß l/a + 46 4-T^ + 1/0+46— 4a? 4- 1/8^ _ -i / 2a;4-a 
ya4_4&+ 4a; — ya + 46- 4a? + 1/8^ "" ^ 2a; + 46 

L. a? = 4- ^^-^^^ — , Yab. 
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l/A— T/W -4- i/n V E 



YÄ- VB + yc 



17. 



Ya — X -\- Y^ — ^ + Y^ — ^ 1 / « 

Ya — x — >/6 — X + j/a — ft "~ r a — 2a; 

T 1, «^ 

L. X = üy 0, 



a + b 



18. 



}/a — a; + l/a; ~ & + l/a + b — 2x -i/ a — 6 



— • 2a; 1 / a — b 

— 2a; r a + & — 



Va — a; — }/a; — & + Va + 6 — 2a; '^ a + 6 — 2a; 

a + b 



L. a; = a, 6, ^ 

Setzt man für a und 2) bestimmte Zahlen^ so kami man 
aus den aufgestellten Gleichungen wiederum eine beliebige 
Anzahl von Gleichungen ableiten. So erhält man, wenn 
man 1) a = 4, 6 = 3 in 12 setzt, 2) a = 5, 6 = 4 in 15, 
3) a = 5, 6 = 3 in 17, bezw. folgende Gleichungen: 

iq V2^~— "8 + Va; — 3 4- Va; — 6 -i / x — 1 

Y2x — 8 — Va; — 3 + V^^^ö ~ r 3a; - 15 

L. iC = 3, 4, + 5. 



20. y5 + ^ + }/6^ a; + ^ 2 a; ^ t/O + a; 
V5 -f « — Vß — ^ + ^2 a; r 1+^: 
L. iC = + 5, + 3. 



21. ^ ^rJ. + v^-^ + y^ .^ i/. 



yi—x—ya — x + y^ rs— 2« 
L. a; = 5, 3, 1|. 

C. um auch fttr die Gleichung 239^ die allgemeine 
Form zu entwickeln, hat man mit Voraussetzung der Glei- 
chung (9) von der Gleichung 

n(i\ A±C_A+C 

auszugehen. Wendet man korr. Add. an und radicirt, w 
erhält man _ 

nT\ y^ + V"g _-l /Ä + C+2B 

^^ y~Ä-yc~ y A + 0-2B 

Hieraus, wie die Gleichung 3 aus (7) entwickelt ist, 



III yA + yc + V Ä-G ^ -t/Ä +C + 2B 

' yÄ-yc + VA-C V A + C-2B 

L. 1) A + C=0, 2) C = 0, 3) AC^B'. 



yA — VB — yc~ y ^ 

Verfährt man, wie 239^ aus (7) abgeleitet ist, so er- 
hält man 

VC - VÄ + y'Ä-G V Ä + G-2B 

L. 1) ^ + C = 0, 2) (7 = 0, 3) AC = B\ 

Die Partialgleichungen für III und IV ergeben sich 

aus der Zerlegung der Gleichung (16), welche man aus III 

und IV erhält, wenn man quadrirt, links durch Yä + Yä — C 
hebt, quadrirt und korr. Add. anwendet, und aus der auch 
hier möglichen Gleichung 

Yä ± YÄ^C = 0. 

Die Gleichungen III und IV sind allgemeine Formen 
der Gleichung 239i. In Bezug auf die Gröfsen A, J?, C 
gelten die bei I und II in b. über diese Gröfsen gemachten 
Bemerkungen. 

Die Gleichung (17), aus welcher die Gleichungen III 
und IV abgeleitet sind, hat die Form der in XIV. vor- 
kommenden Gleichungen. Daher wird man auch auf dem 
hier angegebenen Wege aus jeder der in XIV. angegebenen 
Gleichungen eine Gleichung von der Form 239i ableiten 
können. Die in XIV. vorkommenden Gleichungen sind, wie 
die Gleichung (16), wiederum aus Gleichungen von der 
in I. behandelten Form oder aus den Darstellungen von ^, 
welche zu symmetrischen Gleichungen des vierten Grades 
gehören, abgeleitet. Daher lassen sich auch aus den in I. 
behandelten Gleichungen und aus den angegebenen Dar- 
stellungen von t Gleichungen von der Form 239^ ableiten. 

Will man z. B. die Gleichung [231], welche in XIV. be- 
handelt ist, zur Formation einer Gleichung von der hier ver- 
langten Art benutzen, so hat man aus derselben, da sie die 
Form der Gleichung (7) hat, zunächst eine Gleichung zu 
bilden, welche der Gleichung (8) analog ist. Man erhält 

4 . 

y2a -f a; + }/3(2a — x) _iy^"~? -i/ 2a + x 

2yx^^ ~ >/2ä -fTS — y3{2a-x) ^ 2a — 2a; ' 

und hieraus nach dem ES. 

Bardey, zur Formation quadr. (ileich. 21 
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r^ i,-=r 



VA — 1/ R -u 1/77 r iJ7 



1/^ - ]/^ + ]/C 



22. 



l/2a+x + l/3(2a — a?) + 2}/^; — a 



- = 1 / 2a +'^ 
a V 2a — 2x 



l/2a +x — }/3(2a — a;) + 2^^"^ 

h, X = 4a, 2a, + a. 

In derselben Weise erhält man aus den in XIV. be 
handelten und vorkommenden Gleichungen 232, 233, 23 
235, 2 und 3 bezw. folgende Gleichungen von der hier ve 
langten Form: 



23. 



yia + X — ys(a —x) + 2ya + x 
yia + X + ys{a — x) + 2yä+x 



V 2(2a — r 



{2a — X) 



24. 



Vx + a + 2yx — a + yi 



a 



Sa 



yx + a — 2yx — a + }/6a — 3a; 

\j. X = fa, a, a]/2. 



4/ . — 

1 / bx + a 

r Örc — 7a 



26. 



V4a + 6 — 4a; — V6 + 2l/o — 



a; 



>/4a + 6 — 4a; + 1/6 + 2>/a — a; 
T 2a + 6 ^/-x" 



V- 



+ h — 2x 
a 



26. 



3a; 



yx + a + 2] /a; — g + ]/5 a 

yx + a — 2]/^^^ + j/öa — 3a; 



1 / 6a; — 3a 4- 

"" r 6a; — 3a — 



46 
46 



It, X = |a, a, ]/a^ + 6^ 



27. 



>/7a — 96 4-3a; + }/76 — 9a + 3a; + 4)/a-- 



>/7a - 

L. a; = 



a — 6 1 /x + Ä 
^T^TS^^r 2(a;-a 



96 + 3a; — y76 — 9a+ 3a; + 4V£ 

a + h 9a~ib^ ]/9a^ - 14aft + 96^ 



28. 



3 ' 3 

|/5a; — 3a + 46 + y^x — 3a — 46 + T/86 •}/ x + a 

~" r 4(a; — « 



a) 



b 

•b) 



yhx — 3a + 46 - yhx — 3a — 46 + y86 ^ *0 

L. a; = |a, ^t^, ]/^n:r6^ 

Will man die in I. vorkommenden Gleichungen zur Auf- 
stellung von Gleichungen benutzen, welche die Form 239j 
haben, so mufs man zunächst die der Gleichung (16) analoge 
Gleichuug bilden. So hat man aus 1) oben auf S. 318 

(I7a + 6 — a;) + (176 + a — x) 18a + 186 — 2a; 



2 V(17a + 6 - a;) (176 + a— x) 



6a + 66 — 6a; 



yÄ-VB+yc y E 

Hieraus durch einfache korr. Add. und Radicirung 



yua 4- 6 — a? 4- yilh + a — x ^ -1/60 
l/f7a 4- h~^^ — 1/176 4- a — a; f 3a 



4 66 — 2a; 



|/I7a 4 6 — a; —1/176 4 a — a; '^ 3a 4 364a? 

Verfährt man hiermit, wie es mit der Gleichung (7) ge- 
schehen ist, um zunächst (8) und aus (8) die Gleichung 3 
zu bilden, so erhält man 

29 V^7a 4 6 — a;4|/l76"4a — ar4 4Va-^ __ ^/^ä+^h^Yx 
l/r7ä4~6^i-->/lY6 4 a--a; 4 4>/ä^^~~ ^ 3a 4 364 a; 

Ij. x = 9(a 4-6), a 4- 176, j/ä^ 4- Mah + b\ 

Ebenso erhält man nach der allgemeinen Gleichung III 
aus den S. 318. angeführten Gleichungen 2) bis 10) folgende 
Gleichungen: 

yx + a + h + y2(x — a—b) + y3a436— a; |V3a;47a—96 



30. 






ya;4a46 — }/2(a; — a— 6)4>/3a436 — X r 3^476— 9a 

L. x = ^-, a 4- 6, l/9a^ - 14a6 4- 96^ 



•:rv 4 



^1 ybx — 3a 4 46 4 ybx — 3a — 46 4 V86 W a; 4 a 

ybx — 3a'4~46 — y6x — 3a— 46 4 ^86 ^ 4(a; — a) 



32. 



}/2(a? —a) + yx — 6 4 }/a? — 2a 4'6 ^ -1 / a; 4 6 

^2(3;— a) - l/ar — 6 4 yx — 2a + b °^ K 6a; — 4a — 36 

L. a; = ^^^, 6, ]/^M^6^ 



33. 



34. 



V'6a4 76 — 4a;4)/a — 64 2 ^04 26 — x _ i /öa 4 6 - 3a? 
y6a4 76 — 4a; — >/« — ^4 2V'a426 — a; ~" y ^b + a — x 

L. a; = f (a 4- 6), ]/(a - 6) (a 4. Uft); 

Va 4 6 4 2~x 4 >/a — 26 4 2a; 4 j/sTT ^ -1^ 3 (2a; 42a — 6) 
>/a 4 6 4 2ir — Va — 26 4 2a; 4 l/äTö ~~ y 2a; — 2a 4 6 
j b — 2a 2b —a ,/-g 7 — t—tö- 

h. x = — 2 — , — r — , ya^ — ab + ¥. 



35 V<* + X + ya — X + y2x ^ iV a 4 6 
ya + X — ya — X 4 y^x y a — b 

L. a; = a, V'a^ — 6^ 
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vä-vb+vc y J^' 



36. 



|/a + 46 + 4a; + |/ä + 4&— 4ic + V^Sx 



Ya + 46 + 4i — j/a + 46 ~ 4a? + |/8 



a; -| / a 

-- K 46 



^7 Y/t — X -\- yh — X -\- Ya -- b -I / g 4 " ^ 

V^-^x - VV- X 4- l/a — 6 "~ K a + 6 — 4a; 



j/a — a; — 1/6 — a; + >/ 

T ö + ^ X «& 



' a + 6 



38. 



— 2a; I /a - 

~^ix y « 



Ya — X + Y^' — 6 + }/a + 6 — 2a; 1 A — 36 + 2a; 



Ya — X - Ysc — b + Ya + i> — ^^ ^ a + 6 ~ 2a; 

Würde man links in 38 die beiden ersten Quadrat- 
wurzeln vertauschen und 2x — a — b statt a -j-b — 2x 
setzen, so würde man als Lösung erhalten 

, a + 6 

Setzt man 1) a = 4, 6 = 3 in 32; 2) a = 5, 6 = 4 
in 35; 3) a = 5, 6 = 3 in 37, so erhält man bezw. 



39. 



Y'^x~^^S + Va; — 3 4 - > /a; — 5 __ i / x + S 
>/2a; — ~8 — }/^~^ 3 + )/ a; — i 

L. rr = 3, 3|, + 5. 



V '6(x - 6) 



40. 1!^+^ V 5 -a; + >/2J ^ 4/--- 

Y^ + OS — Y^ — ^ + Y^^ 

L. ic = 5, +3. 

Y^ — x — Y^-^^+V^ K 2 — a; 

L. a? = 4, 3, 1^. 

Hier ist überall nur die Form III angewendet. Man 
hätte ebenso gut die Form IV anwenden können. So könnte 
man z. B. statt 35 auch schreiben: 



42. 



>/a — a; + |/a 4- a; — Y^oc l/a + b 



- = l7"-+ 
X y a — 



Yä~^- a; — l/a 4- a; 4- Y^x V a — b 

L. iD = a, Ya^ — b^. 
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d. Die Gleichung 2392 ^®^ ^^^ etwas anderer Form als 
die beiden vorhergehenden Gleichungen. Man kann sie leicht 
zerlegen in 

1) (a — x)(x-h) = c^ 

2) a — X = X — h. 

Die erste Gleichung ist von der Form, wie sie in I. be- 
handelt sind. 

Allgemein läfst sich die Gleichung 2392 so darstellen: 

^ VÄ+y_B __ -.Vi" 

L. 1) Ä = ü, 2) AG^B\ 
Macht man nämlich gleichnamig, so erhält man leicht 

\^Äc{\^Ä - >/c ) = yii (>/ J - >/c ) , 

kommt also auf die angegebenen Partialgleichungen. 

Für A, By G können beliebige lineare Ausdrücke in x 
gesetzt werden; die Gleichung ist stets quadratisch lösbar. 

Die zweite Partialgleichung hat die Form der in I. be- 
handelten Gleichungen. Setzt man aus einer solchen Glei- 
chung für Ay B, C die betreffenden Werte in V, so erhält 
man eine Gleichung von der Form 2392- Für die auf S. 218 
angeführte Gleichung 1) hätte man in V zu setzen: 

A=na + b — X, C=\lh + a — X, 

£ = 3a + 36 — 3a;. 

In dieser Weise erhält man aus den oben in b. unter 1), 2), 
4), 7) und 8) vorkommenden Gleichungen folgende: 

4 



IQ yi7« + h— x-Y |/3 (a + /^_^ ^ l/ll"_+ i' 



X 



|/l7& + a — X + "|/3(a + h — x) 

h. x = yc^+'aläb + b": 



4 ^ . — 



AA y ^ + ö + ^ + ^y« — ^ l/ X -\- a -\- b 

/2(a; — a — "&) + ^Va^'b ~ \ ^{x — a - b) 

L. x = 3a + 3&, y9ä^^=^"äir+"9fel 



-n- 



326 xVd. y^> VB 

V'c + VB 

i.R ^2(3; — a) + l/a + "5 — ä ^ -■ /2(a ;,— ö) 

L. a: = 2a-&, >/«* + 6^ 
L. a; = 0, >/a- - 6^ 

>/ä+'TF— 4Ä'+ Ya — 46 ~ r a + 45 — 4a; 

L. X == Oy Yah. 

Weiter kommen in li. folgende Gleichungen vor: 

1) (a + b — 2x) (9a + 6 — lOrr) = (2x — 3a + hf 
L. X = a, b, 

2) (6x - 5a + 4b)(lSx - 13a + 126) =(8x - 8a + 76^ 
h. X = a -{- b, a — b. 

3) (3a + 36 - 2a;)(59a + 436 - 34a;) = (2a; - 7a + 6)^ 
L. x = 2a + b, 26 + a. 

Man kann nach li. noch leicht finden: 

4) (4a + 6 -- 6x) (Öa + 46 - 13a;) = (6a + 26 - Sxf 
L. X = a, 6. 

5) (7 - 5a;) (21 - 13a;) = (12 - Sa;)^ 
L. a; == 3, 1. 

6) (4 — 5a;)(9 - 13a;) = (6 - 8x)\ 
L. a; = 1, 0. 

7) (9 — 5a;) (22 - 13a;) = (14 — 8a?)^ 
L. a; = 2, 1. 

Benutzt man diese Gleichungen für die Gleichung V, 
so erhält man bezw. folgende Gleichungen: 



^^ V g + & — 2a; -f }/2a; — 3o + & -. / a + & — 2a; 

>/9a + & — 10a; -f >/2a; — 3a + ft K 9a + & — 10a; 

L. X = tty a, 6. 



60. 



51. 



53. 



53. 



54. 



XVI a. (-^) =,^, kubisch. 
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. o y bx— 6a + 4:b + YSx — 8a+ 7^ _ -i7 



>/l3~a; — 13a + 12& + j/Sa; — 8a+ 7& ^ lSx—lSa + 12b 

h. X = a -j- b, a — bj a — b. • 



y Sa + 3h — 2x + y^x — 7a + b i/ Sa + Sb — 2x 



r 69a- 



>/59a + 436 — 34aj + ^20; — 7a + 6 '^ 69a + 436 — 34ä; 

j 7a + 66 cj , , I Ol. "^ 

Li. x= — ^ , 2a -\-bj a -\- 2b. 

)/ 4a + 6 — 5a; ' + l/6a + 26 — 8ä ■|V~Tä"+ 6 — 6a; 



K 9a4 



y9a 4- 46 — 13a; + y&a + 26 — 8a; r 9a + 46 — 13a; 
8 



T 6a + 36 , 

L. x= — ^ — , a, 0. 



V 7 — 6a; 4- 2>/3^— 2a; _ -■ / 7 — 5ar 
V21 — 13a; + 2l/3^^^ "" K 21 — 13a; 

L. X= 1|, 3, 1. 

|/4 — 6a; + >/6 — 8a; __ iV^^^iö^ 
1/9 — 13a; + 1/6 — 8a; ~ r 9 — 13a; 

L. a; = f , 1 , 0. 



y 9 — 6x + |/14 — 8i 1/9 — 5a; 



— 8i 1/ ^ "~ 

^"^ ~ V 22 ^ 



1/22 — 13a; + yu — Sx V 22 — 13a; 

L. a; = V; 2, 1. 



XVI. (^-gj = ^, kubisch. 

24.0 / 3g + 26 + 3 a;\2 _ 2a +Jbj{-Jx 
* • V 4a + 6 — i~/ "" 26 + 3a — 2x 

L. a?=^, y^M^3a6 + 61 

^ \ a + 76 — x/ 36 + » — ^ 

L. X = ?J^, Ya^ + 6a6 + b\ 

a. Diese Gleichungen haben dieselbe Form, wie die in 
VII. behandelten; nur unterscheiden sie sich von jenen wesent- 
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XVI a. ("^y = ^-, kubisch. 



lieh dadurch, dafs sie kubisch sind, also drei Wurzeln haben, 
während jene quadratisch sind. Dort fiel die dritte Potenz 
von X b^ der Entwickelung fort, was hier nicht der Fall 
ist. Das macht die Auflösung der Gleichungen schwieriger, 
die Aufstellung aber bedeutend leichter. Die Aufstellung der 
in VII. behandelten Gleichungen wurde wesentlich durch die 
Bedingung erschwert, dafs die Gleichungen quadratisch sein 
sollten. 

Nach VII a. lassen sich aus den Darstellungen von t, welche 
aus symmetrischen Gleichungen des vierten Grades abgeleitet 
sind, sofort beliebig viele Gleichungen von der hier ver- 
langten Form hinschreiben. Man hat nur irgend eine Dar- 
stellung von t, welche durch eine Quadratwurzel ausgedrückt 
ist, gleich der Darstellung von t^ und x (oder — x) statt r 
zu setzen und zur 4. Potenz zu erheben, so ist die Gleichung 
fertig. In dieser Weise kann man aus den Darstellungen 
von t in I. bei (3), (6), (7) und (11) bezw. folgende und 
viele andere Gleichungen hinschreiben: 

1 /5a -f 5 — x y __ 3(5a_-f 5 - x) 
\a -\- b — X J 6b -\- a — X 

L. x = 5a + h, -]/c? + lOafe + V. 

2 (Sa — b + x y 2 (x — b ) 

\2b - a -\- xJ X — a 



L. x==da - 86, ya^ + b\ 

« /12a - bbV _ 5a_+ 125 + 13a; 
Al2ic — 136/ "" 5a — 12^4-13^ 

4.x'-f56\2 5^ — 3a -f. 46 



\4a 



36/ 5a; — 3a - 46 

Ga— 176 



Loa HU t/~9 i T9 
. X = \^ ~ y y^ "T ^ "• s. W. 

Auf diesem Wege sind wahrscheinlich auch die Glei- 
chungen [215 — 215.2] entstanden. 

Die rechte Seite von Gleichungen dieser Art ist bei der 
Ableitung der Gleichungen aus Darstellungen von ty die zu 
einer symmetrischen Gleichung des vierten Grades gehören, 



XVI a. ( _ ) = -- kubisch. 
\B/ I) ' 
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darch die betreffende Darstellung von t vollständig bestimmt, 
da es für eine symmetrische Gleichung des vierten Grades 
nur ein t^ in dieser einfachen Form giebt. Die linke Seite 
kann beliebig vielfach ausgedrückt werden. So hat man zu 
der symmetrischen Gleichung des vierten Grades (18) in'^V. 
als Darstellungen von t, wenn man — h statt b setzt: 

1) i/lE^^zl} 2) i/HjKZ. 3) i/Z^"EE!i 

^ V 2b , ^ V r + a + b ^ V a + Sb -{-r 

4) l/i« + ^-^ 5) -|V3a+6-rf^rr= Ya^ + 6ab'+'b'. 

Y a — b -{■ r V Sb-\-a-\-r . 

Daher kann man hier auf dem angegebenen Wege folgende 

Gleichungen hinschreiben: 

g, la + b — a;\2 3a + 6 — a; 

^ / 2a \2 _ 3a + b — x 

^* \a + 6 + xl ~ 3 & + a + x 

„ /a — b + xY • Sa -\- b — X 
\a + Sb +x/ ~" Sb~^ + x 

r. /3a + b —xy Sa + b — X 

\a — 6 + a;/ 36 + a — a; 

Alle Gleichungen haben die gemeinschaftliche Lösung 

x = ya^+ Gab + 6^ 

aufser dieser noch bezw. folgende: 

a — bj a — b, — (öt + 36), a + 36. 

Man kann jedoch aus den angegebenen Darstellungen 
von t statt der vier Gleichungen unendlich viele ableiten. Aus 
der ersten und zweiten Darstellung von t ergiebt sich zu- 
nächst nach dem KS. die allgemeine Darstellung von t 



V: 



(r — a — b)m -{-2 an 



{r + a + b)n + 2few 

Hier sind m und n beliebig. Setzt man diese gleich der 
fünften Darstellung und x statt r, so erhält man allgemein 



»• (s 



— a — &)w +2an\2 ^a -\- b — x 

(x~\-'a + b)n +2bm/ 35 + a + x 

4wn 



L. x = {a-h) - J^,{a+b),Va' + aab + b\ 
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Setzt mau 1) m = 1 , w = 3; 2) w = 3, n = 1, so er- 
hält man bezw. 

*"• \Sa+~bb + Sx) ~ Sb + a~+~x 

II /a + 36 — 8x\2 Sa + b — X 

^** \a^jo + x) ~ '3b + a + X 

L. x = - ^— , Va' + Gab -fbl 

Beide Gleichungen haben dieselben Wurzeln, weil der 
in der Lösung von 9 vor (a + 6) stehende Faktor für die 
angegebenen Werte von m und n denselben Wert hat. Dies 
geschieht dann immer, wenn die Werte von m und n nur 
vertauscht sind. Die letzte Gleichung ist identisch mit 240^, 
wenn man — x statt x setzt. 

b. Das einfachste Verfahren, Gleichungen dieser Art 
aufzustellen, ergiebt sich aus der Benutzung von Gleichungen, 
wie sie in I. behandelt sind. Die dort behandelten Glei- 
chungen haben die Form 

^^^ B G 

Nach dem KS. hat mau auch 

^y. A B m A -\-nB 

^^^ B ~ ~G ~ viB+~nC * 

Multiplicirt man die Quotienten in (1) mit einander und 
zieht die Wurzel, so mufs man auch haben 

(3) ^=A_-|A. . 
^ ^ B C VC 

Aus (2) und (3) ergiebt sich, wenn man quadrirt. 



(4) ( 



mA + nBV 



mB + nC/ C ' 

d. h. eine Gleichung von der hier verlangten Form. Die 
Lösung wird durch die Partialgleichungen 

1) Äm^ — Cn^ = 0, 2) ÄC = B^ 

gegeben. Diese findet man, wenn man links das Quadrat aus- 
führt und gleichnamig macht. Dann hebt sich 2fnnÄBC fort. 
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XVI b. {-^y = ^ » kubisch. 



Soll die Gleichung (4) quadratisch sein, so sind m und 
n so zu wählen, dafs sich x^ sehliefslich forthebt. Soll die 
Gleichung kubisch sein/ so darf sich x^ sehliefslich • nicht 
fortheben. 

Man kann jedoch aus der Gleichung (1) auch eine Glei- 
chung von der hier verlangten Form aufstellen, welche noch 
viel allgemeiner ist, als die Gleichung (4). Nach der in I. 
angegebenen Transformationsformel III hat man aus (1) die 
Gleichung 

^^ mpA + (np + mq)B + nqÖ ~ i)M~+ 2p qB +~q*~C 

Bildet man aus dieser Gleichung eine neue Gleichung, wie 
man oben (4) aus (1) gebildet hat, so erhält man, wenn 
man m^ und n^ statt m und n setzt, da m und n schon bei 
(4) benutzt sind, 

^^ \ w, (p^ÄT-^pqB -fq^C) + m^(mpÄ^(np'+~rn^q^B + nqC) I 

_ m\A + 2mnB +_n^G 
p\Ä~+~iyqB + q^C * 

Sind Äy Bj C lineare Ausdrücke von a;, so wird die 
Gleichung kubisch oder quadratisch, mufs aber immer lösbar 
sein, da sie eine Partialgleichung AC '= B^ enthält. Die 
zweite Partialgleichung mufs nach der Lösung von (4) sein 

Es möge die allgemeine Gleichung (4) auf einige spe- 
cielle Fälle der Gleichung (l) angewendet werden. Es sei 
statt der Gleichung (1) 

1) (a -^ x) (a — x) = b% also 

a-]- X b 

b a — X 

gegeben. Dann ist 

A = a -\- Xj B = by G '= a -- X, 
Man hat daher aus der Gleichung (4) 

\a — x)n -\- bm 1 a — x 

L. a; = "^f - '";> , yä^~W. 

n* -^ mr ' ^ 
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XVIb. (—Y = ^-, kubisch. 



Die Gleichung bleibt für reelle m und n immer kubisch. 
Setzt man m = n == l, so erhält man 

13 f^-HiAj+J^Y^ == q + a? 

* \tt 4- 6 — 00/ a — X 



L. a; = 0, Ya^ - 6^ 

Legt man 

2) x^ -a^ = h\ also 

a; — a h 

zum Grunde, so hat man nach (4) 
1 i. /^^^ "~ ^)*'* "1" ^**V ^ — ^ 

n^ — nr ^ ^ ' 
Die Gleichung wird quadratisch oder hat eine Wurzel 
oo, wenn m == ^n wird. Man erhält für m == n 

^K /a? — a + &\2 X — a 

* \x ^ a -{- b / ic + a 

Soll die Gleichung kubisch sein, so mufs m^n sein. 

Setzt man m = 3, n = 2, so erhält man 

1 ß / 3a; — 3a + 2ö\2 a; — g 

^ • \2x~+Yb~+2a) ~ x~+a 

13 a 



Legt man nach Ig. 
3) (a + 6 + 2ä:) (a — 26 + 2^) = (2a — 6 + a;)' 
zum Grunde, so erhält man 

17 /(« + ^ + 2Ä;)m + (2a — 6 + a;)n\2 « + & + 2iC^ 

\(a — 25 +~2x)n + (2a — b~+ x) m) a — 26 + 2i 

(fl + b)m^-(a-2bW Y^, _ „j ^ j._ 
2(n^ — w') ' ^ ' 

Die Lösung wird, wie bei (4), gefunden. Man setzt 
einfach a -{-l + 2x = A,2a-l + x = B,a — 21 + 2x-=^G' 
Dann findet man zunächst die bei (4) angegebenen Partial- 
gleichungen. 



XVI b. ( AV = _^ , kubisch. 
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Soll die Gleichung 17 quadratisch sein, so mufs 

/2m + n\2 _ 2^ . 

\2w + w/ 2 

sein, d. h. w = w, wie auch aus der ersten bei der Lösung 

angegebenen Wurzel folgt. Soll die Gleichung kubisch sein, 

so mufs 

/ 2m + n\2 ^ ^ 
\2w -fw/ < 

sein, d. h. m^ 1, wie auch aus der ersten bei der Lösung 
angegebenen Wurzel folgt. 

Setzt man für m und n bezw. 1) 2, 1; 2) 3, — 1, so 
erhält man folgende Gleichungen: 

Uic+öa — 46/ ~~a — 26 + 2Ä 

L. a; = - -"t^, Va' - a& +Tl 

|Q / g + 4& + örc y ^ q -f 6 4- 2a; . 
• \6a — 6 + a;/ ~"a — 2ö + 2a; 

Legt man 



2 



4) (2a + 36 + 2Ä:)(3a + 26 - 2x) = {a - b + x) 

K x = Ya^ + 3a6 + P" 

zum Grunde, so erhält man nach (4) 

20 / (^<» + 3^ + ^^)^^ + (et — & + a;)n\2 __ 2o + 36+ 2a; 
\(26-|-3a — 2a5)n + (a — ö-fa;)m/ ~2ö~+3a— 2.t 

2 (w* + W ) 7 r i I 

Die Gleichung bleibt für reelle Werte von m und n, 

wie man auch aus der ersten Lösung sieht, immer kubisch; 

denn es kann niemals 

/ 2 m + m \2 _ +J . 

\m — 2 w/ ^^ 

werden. Setzt w = w = 1, so erhält man 240. 



^^ XVIIa. t • ^ = ^ . kubisch. 

Jtß 



240 



a — X 2x — b 



c 

D 


F ' 


c 

D 


E 

F ' 


2tt + & - 


- 3j: 
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^* 6 + a; 2a — x 2a — b -\- x 

h. X = — ^^ — , Y^^' 

3a: — 26 a; + 3a— 2& 9a + 46 — 12a; 

3* 26 — a: a: -- a -|- 26 a + 46 -- 4a; 

2^ 



T 46 — a /—^ 



240,. 



2a; — 3a + 26 6a— 46 + a; a; — 2a + 6 

2a; — 3l> + 2a * 4a— 66 — a; a; — 26 + a 



4 

a. Diese Gleichungen haben dieselbe Form, wie die in 
IX. behandelten Gleichungen. Sie unterscheiden sich von 
jenen nur dadurch, dafs sie kubisch sind, während jene qua- 
dratisch waren. Gleichungen von der hier vorgeführten Form 
müssen im allgemeinen kubisch sein; die kubischen Glei- 
chungen dieser Art sind daher leichter aufzustellen als die 
quadratischen. Sollen die Gleichungen quadratisch sein, so 
mufs darauf bei der Bildung derselben besondere Bücksicht 
genommen werden. Die oben stehenden Gleichungen sind 
nach IX c. gebildet. Man nimmt die Lösung als gegeben an 
und geht von der durch die Lösung gegebenen Gleichung 
aus, indem man diese zunächst in eine Qnotientengleichung 
verwandelt. 

Es sei, um 2402 zu bilden, als Lösung 

\) x = yäb 
gegeben. Dann hat man zunächst • 

(1) J = f • 

Setzt man den Wert dieser Quotienten = X, so erhält man 
nach dem KS. und nach IX e. oder Eb. 

xrt\ Y ^ — ^ a-\-x a — x tb -\- X a + ^\ 

^ ^ a; — 6 6 + a; 6 + a;\i — 6 a — x) 



XVIIa. 4 . ^ _ ^ kubisch. 335 

BD F ' 

Bildet man aus den beiden in Klammem stehenden gleichen 
Quotienten nach dem KS. einen neuen gleichwertigen Quo- 
tienten, indem man den ersten mit — 1, den zweiten mit 2 
erweitert und Addition anwendet, so erhält man 

b + x ' 2a + b — Sx ' 

Andrerseits hat man aus (1) nach dem KS. 

^ 2a — X 



2x — b 



Setzt man die für X gefundenen Ausdrücke einander gleich, 
so erhält man 

2a — X a~x 2a — b -\- x 



2a: — 6 b-^x 2a -{- b — 2x 

Stellt man den ersten und dritten Quotienten um, so hat 
man die Gleichung 2402. 

Um die Gleichung 24O4 zu bilden, sei als Lösung 



2) ic=]/a2 — afe + fc^ 

gegeben. Hieraus folgt zunächst die Quotientengleichung 

a + ic a — b 

b a — x 

Aus dieser ergiebt sich durch korr. Add. leicht 

jcy. Y a -\- X — 2b 2x — a — b 

[6) A — 2a 4- 2a; — 35 ■"" 3a; — a — 26 * 

Hieraus folgt nach dem KS. und nach IX c. 

a; — 2a + 6 3a — 36 



(4) X 



a; — 3a + 6 5a — 46 + ^ 



X — 2a + 6 
5a — 46 + a; 



5a— 46 + a; 3a — 36 



X — 3a + 6 X — 2a + 6 

Erweitert man den zweiten Quotienten in der* Klammer mit 3 
und wendet den KS. mit Subtraktion an, so erhält man den 
gleichwertigen Quotienten 

4a — 66 — X 
2a; — 3a + 26 ' 
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BD F ' 

Daher aus (3) und (4) 

a — 26 + a; x — 2a + 6 4a— 66 — x 

2a — Sb-\-2x ba—^b + x ' 2a; — 3a + 2& ' 

Diese Gleichung ist identisch mit 24O4. 

Auch das in Vg. erörterte Verfahren kann hier oft mit 
Vorteil angewendet werden. Ist z. B., um die Gleichung 24O3 
abzuleiten, als Lösung die Gleichung 1) gegeben, so hat man 
wieder die Gleichung (1) und aus dieser durch korr. Add. 
und dann nach dem KS. 

,j.. ^ ___ 3x— 2b 3a— 2a; a;-f3a— 26 

(^O) A -— Yb~— x~ 2a; ~-^ ä "" "a; — a + 26" ' 

Nach Vg. kann man hier aus zwei Quotienten zwei neue 
gleichwertige Quotienten finden, in welchen der Zähler des 
einen gleich dem Nenner des andern ist. Erweitert man 
erstens den ersten Quotienten mit — 2, den zweiten mit 3; 
zweitens den ersten Quotienten mit 2, den zweiten mit — 1, 
und wendet jedesmal den KS. mit Addition an, so erhält man 

.r*\ Y ^* + 46^- 12a; 8a; — 3a — 46 

Bestimmt man nun X^ erstens durch Multiplikation des 
ersten und dritten Quotienten in (5), zweitens durch Multi- 
plikation der beiden Quotienten in (6) und setzt beide für X^ 
gefundene Ausdrücke einander gleich, so erhält man die 
Gleichung 24O3. 

b. Auch aus jeder der in I. vorkommenden Gleichungen 
kann man sofort eine Gleichung von der hier verlangten 
Form hinschreiben. 

Die in I. behandelten Gleichungen haben die Form 

A _ j? 
B ~ C ' 

Setzt man den Wert dieser Quotienten = X, so kann man X 
mit Hülfe des KS. auf doppelte Weise ausdrücken. Man hat 
allgemein: 

Y ^w^ + J5n ^ Ap -f- Bq 

~ Bm+ Cn ' ^~ Bp + Cg ' 



XVII b. 4 • -w = ^ , kubisch. ^^'^ 

BD F ^ 

Bildet man aus X^^ erstens durch Multiplikation der allge- 
meinen Quotienten, zweitens durch Multiplikation der ur- 
sprünglichen und setzt die Produkte einander gleich, so er- 
hält man 

y„N Am-^Bn Ap -\- Bq A 

^^^ ~Bm+~Cn * Bp + Cq ^ C ' 

eine Gleichung von der verlangten Form, wenn Ä, B und C 
lineare Ausdrücke von x sind. Die Lösung ist gegeben durch 
die Partialgleichungen 

1. Amp — Cnq = 0, 2. AC = B\ 

Die Gleichung (7) ist im allgemeinen kubisch. Sie wird 
quadratisch, wenn in der ersten Partialgleichung x fortfällt, 
diese also unzulässig ist, wenn man nicht o; = oo gelten 
lassen will. 

Nimmt man 

1) al = x" 

als gegeben an, so hat man, da für (7) dann A = a^ C =b, 
B = X ist, die Gleichung 

^ ma-\-nx pa-\-qx a 

mx-\-nh px-^-qb h 

L. a; = j/öft! 

Die Gleichung ist quadratisch, weil A und C kein x 
enthalten oder weil rechts das x fortgefallen ist. Setzt man 
in 1 für w, w, p, q bezw. 1) 3, 2, 5, 7; 2) 11, 6, 8, 1, so 
erhält man: 

3a + 203 5a-f 7a; a 



2. 



3. 



3a;-f26 5a; + 76 h 

lla-f- 6a;. 8a -f- a; a 



IIa; +66 8a; -f 6 6 

L. a: = yal. 

Nimmt man statt 1) eine Gleichung, welche durch Trans- 
formation aus dieser abgeleitet ist, wie sie in I. 66 — 69 vor- 
kommen, z. B. I. 66 

g -f- 46 -f 4a; 2a + 66 + Ix 

2a -f 66 + 7a; 4a -f 96 + 12a; ' 
Bardey, Eur Formation quadr. Gleich. 22 



33^ XVIIb. -^- . ^ = ^ , kubüch. 

SO erhält man, der Gleichung (7) entsprechend, für tw = 1, 
n= 1, i)= 1, q= 1 

i. 3a + 10& 4- IIa? g + 2& 4- 3a; o + 4& + 4a; 

6a + 166 + 19"^ * 2a + 36~+ 5.r 4a 4" ^& + 12a? 



T 5a + 136 - y-. 
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Nimmt man 

2) (a + a?)(a — .r) = &2 

als gegeben an, so ist -4 = a + ^? B = by C = a — Xj uiid 
die der Gleichung (7) entsprechende Gleichung wird hier 

. (a + a?)m+6n (« + ^)P + ^2 a-\~x 

* (a — xjn -f hm (a — x)q -{- hp a — x 

nq + mp ' ' 

Setzt man für w, w, jp, g bezw. 2, 3, 1, — 2, so er- 
hält man: 



6. 



2a + 36 + 2a? a? + a — 26 a + x 



26 + 3a — 3a? 2 a? + t> — 2a a — a? 

L. x = 2a, Ya^ — h\ 

Legt man 

3) {x + a) (a? — a) = 6^ 

zum Grunde, so erhält man nach (7) 

„ (a? + a)m + 6w (a? + a)p + 6g; x -\- a 

{x — a)w + bm (a? — a)g; + 6p a? — a 

nq — mp ' ' ' 



8. 



Setzt man für m, n, p, q bezw. 1, 1, 1, 2, so erhält man 

a? + a + 6 a? + a + 26 ' x-\- a 
a? — a + 6 2a; + 6 — 2a a? — a 



L. a;==3a, Ya^+h^ 

Setzt man für m, w, jp, g bezw. — 1, 1, 1, 1 und — a 
statt a, so erhält man [2163]. 
Legt man 

4) (a — x)(b — x) = x^ 



XVIIb. A . _J^ «= 4 kubisch. ^^^ 



zum Grunde, so erhält man nach (7) 

q (a — x)m -\- nx (a — x)p -\- qx a — x 

* (6 — x)n -\- mx {b — a?) 2 + P^ ^ — ^ 

j amp — bnq ab 

Li, SO — " 



mp — nq ' a + 6 

Die Gleichung ist quadratisch. Die Auflösung ist leicht, 
wenn man die Gröfsen a — rcund i — x ungetrennt läfst. 
Die Auflösung wird jedoch umständlich, wenn man die Glei- 
chung so schreibt 

1^ am — {m — n)x ap — {p — q)x a — x 

bn + (w — n)x bq -\- (p — q)x b — x 

Setzt man für m, w, p, q bezw. 1) 2, 1, 1, 2; 2) 5, 3, 2, 3, 
so erhält man: 



11. 



2a — X a + ic a — x 



26- 


■X 


b + x 




b 


' X 


L. X 


= 


'ab 
a + b ' 


oo. 






5a — 


2x 
2x 


2a + 
36- 


x 

X 


a 


— X 


36 + 


6 


— X 


T, ^ 




10/» 


Qh 




ab 



12. 



Die Gleichung 1 1 ist vom ersten Grade, wenn man nicht 
auch a: = cx) gelten lassen will. Die Gleichung hat, genau 
genommen, zwei Wurzeln x ^= oo. Es heben sich a? und 
x^ fort. 

Legt man 

5) (3 - 2a;) (6 - bx) = (4 - ^xf 
L. ic = 2, 1 
zum Grunde, so erhält man nach (7) allgemein 



13. 



14. 



( 3— 2a;)m + (4 — 3a;)n (3 — 2a;)p-f(4 — ^x)q 3 — 2a? 

(6 — 6aj)n + (4 — 3a;)w ' (6 — 5aj)^ + (4 — ^x)p 6 — 5rc 

' ' 2otp — hnq 

Setzt man m = 2, n = 1, p = .? . g = 2, so erhält man 

10 — 7ic 17 — 12a; 3 — 2a; 



14 — IIa; 24 — 19 a; 6— 5a; 
Ij. X = \, 2, 3. 



22 
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"^^^ XVIIb. ^ • 77 = ^ ? kubisch. 

Legt man 

6) (a + 6 + 2a;)(a - 2fc + 2x) = (2a — 6 + a:)^ 

L. x=^ya^^^ah+'9 

zum Grunde, so wird die allgemeine Gleichung ein wenig 
lang. Setzt man dann w = 1, n = 2, j> = 1, 2 = 3, so er- 
hält man 

5a— 64-4aj 7a--2fe + 5a; a + & -f 2ic 



16. 



6a— 55 + 5a; 5a — 76 + 7rc a— 25 + 2ic 

L. ^ = ''\T '^ , y¥- ah + h\ 



10 

Geht man von der Gleichung 

7) (a + b — 2x) (4a + 6 ^ 6x) = (2a + 6 - Sxf 

L, X = tty b 

aus, so erhält man, da die allgemeine Gleichung zu umfang- 
reich wird, als speciellen Fall für ni = l, n == 1, i> = 1; 
3 = 3 

^^ 9a + 86 — 17a; 7 a + 46 — IIa; ^ .+ ^ZI ?^ 

* 18a'+ 86 — 26ä ' 14a "+ 46 — 18a; ^^ 4a + 6~— "5a; 

L. X = 5a — 46, a, 6. 

Aus fieser Gleichung kann man wieder beliebig viele 
Gleichungen mit andern Wurzeln bilden, z. B. mit den Wur- 
zeln a + 6 und a — 6, 2a + 6 und 26 + a, 2a — 6 und 
26 — au. s. w., indem man diese Wurzeln statt a und 6 setzt. 
Für den ersten Fall erhält man 



17. 



17a + 6 — 17a; IIa + 36 — IIa; 2a — 2a; 



26a + 106 — 26a; 18a + 106 — 18a; 5a + 36 — 5a; 

L. X = a -\- 96, a + 6, a — b, 

Dafs mau hier auch bei der Aufstellung der Gleichungen 
verfahren kann, wie es in IX a. angegeben ist, liegt auf der 
Hand. Dieser Weg, bei welchen die Darstellungen von t, 
die zu symmetrischen Gleichungen des 4. Grades gehören; 
benutzt werden, ist weitab der einfachste, wenn solche Dar- 
stellungen vorhanden sind. Ist das nicht der Fall, so sind 
die hier oder die in IX b. und IX c. angegebenen Wege, bei 
denen man von der Lösung ausgeht, die einfachsten. 



XVIII. -g a _L 2)2 = -y 1 kubisch. 



241. 



XVIII. ^2 zr-])2 = j^ ? kubisch. 

{a + b + xy + b^ _ 2a + Sb + 2x 
(a + b — xY + a^ 26 -f~3a — 2x 

a — b 



241i. 



(3a — ic)* + (3aj — 6)2 9a + 6 — 6^ 



241 



(6a; + fl)« + (56 + .r)* a + 266 + 10a; . 

L. a; = |(a — 6), Va6. 

(3 g + 6 — a;)« + (q — 6 + a; )^ _ 3 a + 6 — a; 
2* (36 + a + a)* + (a — 6 + a;)* "~ 3ft 4. a + a; 



L. a; = a — 6, V«^ + 6a6 + fei 

Diese Gleichungen haben dieselbe Form, wie die in X. 
vorkommenden Gleichungen; sie unterscheiden sich von jenen 
nur dadurch, dafs sie kubisch sind, während jene quadratisch 
waren. Die Aufstellung dieser Gleichungen geschieht ganz 
so, wie es in X. angegeben ist, nur macht sie weniger Mühe, 
da man nicht ängstlich darauf bedacht zu sein braucht, dafs 
die Gleichung quadratisch wird, also a? sich forthebt. 

Hat man, um nach Xa. zu verfahren, zu einer sym- 
metrischen Gleichung des 4. Grades für t die Darstellungen 
gefunden : 

(» Vi-Vi-H- 

so hat man, wenn man quadrirt und den KS. anwendet, auch 

,ox Äm+_Cn__ Ap + CcL _ -\/~P 
^^ Bm + Un Bp + Dq ~ V Q ' 

und daher allgemein als Gleichung von der hier verlangten 
Form 

(^\ (^m + Gnr + (Ap +_Cqy _ P_ 
\^J (Bm + BnY + (J5/> -f DqY ~ Q ' 

wenn A^ B, Cy D, P und Q lineare Ausdrücke von x sind. 
Als einfachste Fälle von (3) hat man folgende Gleichungen, 
die sich sofort aus (1) hinschreiben lassen: 

A^ + <7» == Z. 
B^+ D^ — Q 



XVIII. ^^ •- _ = _ ^ kubweh. 



(A ± cy + c» 
(B -f ny + D« 


p 
Q 


Ä^ + (Ä± cy 
B^+{B± ny 


p 
Q 


(Ä + cy + {Ä - 


- cy 



{B + D/+ {B — ny~^ Q "• ®* ^* 

Aus den Darstellungen bei (3) in I. kann man auf diese 
Weise hinschreiben: 

I { x — a-^h y + 36a' 3(a; + 5a + &) 

(a; + a— 6)« + 45« "" x + bh + a 



2. 



( aj-f 6a ^ &) « ^ {x — l a + hf _ 3(j; + 6a + &) 
{x + a + hy + (a; — 3& + ä)"« ~ x + bh + a 



L. ^ = 56 — IIa, y'a^ + 10a& + 6^ u. s. w. 

Ebenso kann man aus den Darstellungen bei (6) in I. 
hinschreiben: 

(a;-[- g - &)a-f 4a « ^ 2(a? — &) 
(o; — a + ^)* + ^' X — a 

. {x + 3a -- hy + (a + & — ic)^ ^ 2(a; — &) 
•" (o; + 26 — a)« + (a — a;}« ~ ä; — a 

L. o; = 5a - 46, ]/a2 +~6l 

Ganz so ergiebt sich 24 1^ aus den Darstellungen von ^ bei 
(45) in I, wenn man — x statt r setzt; 2412 *^s der 3.; 4. 
und 7. Darstellung von t zu (18) in V, wenn man — ^ 
statt 6 setzt. 

Die Gleichung 241 ist wahrscheinlich nach Xb. gebildet. 
Nimmt man die Lösung 

a; = )/^-f 3a6 + 6« 

als gegeben an, so findet man hieraus als einfachste Quo- 
tientengleichung leicht 

X -\- a -\'h h 



(4) 



a X — a — b 



} 



und hieraus weiter nach dem oft angewendeten, besonders in 
Vg. erörterten- Verfahren die gleichwertigen Quotienten 

/KV 2a + 3& + 2x a — b + X 1/ 20 + 35~+"2g^ . 

y) a-^b + x ~ 3a + 2& — 2a; ~ r 25 + 3a — 2« ' 



XVm. (plj^2 = -^ } kubisch. 

Man kann daher aus (4) und (5) hinschreiben 

(a + b + xy + &» _ 2a+ 3& + 2x 
(a + b — xy+ a^ "~ 26 + 3a — 2a; ' 

d. h. die Gleichung 241. 

Dafs sich auch aus jeder der in I. aufgestellten Glei- 
chungen beliebig viele Gleichungen von der hier verlangten 
Form ableiten lassen, ist in Xb. gezeigt. Hier liegt nichts 
daran, dafs die Koefficienten von x in den ungleichen Fak- 
toren einer zu Grunde gelegten Gleichung von der in I. be- 
handelten Form einander gleich sind, wie es dort wünschens- 
wert war. Die Aufstellung dieser Gleichungen macht daher 
weniger Mühe, als die Aufstellung der in X. behandelten 
Gleichungen. 

Nach (46) in I. hat man z. B. 

1) (a + 56 -f X) {a + 5b — x) = 366», d. h. 



a -\- 5b -\- X 6b ■% / a -\- bb -{- x 



— =V- 

— x r a 



6ö a + 56 — X y a -\- bb — X 
Daher die Gleichung 

(g + 56 + xy + 366» __ a + bb + x 

(a + 66 — xy + 366« ~ a + bb — x 



L. iz: = 0, y(a — 6) (a + 116). 

Die Gleichung ist unter [2164] angeführt. 
Nach I. hat man 

2) 2(a; — a) . (o; - 6) = (a + 6 - xf 
L. X = Ya^ -f 6». 
Man bat daher die Quotientengleichung' 



r^v 2{x — a) a -\- b — x -1/2 (o; — - a) 

^ ^ a -\- b — X X — 6 V X — b 

Aus den beiden ersten Quotienten kann man nach dem KS. 
beliebig viele gleichwertige Quotienten bilden, z. B. 

,_v a; — a-|-6 26 x — a+36 aj — a + 56 , 

^^^ o a;-f-a — 6 "" a; — 6-f 2o ~" 2^Hr3a — 26 ®^^* 



XVIII. ^T-^-^ = ^ , kubisch. 
Daher aus (6) und (7): 



6. 



(a? + a — &)* + a^ rc — 5 

L. a? = 56 — 4a, ]/ö2 + 6*-^. 



ß (a? — « + 36)* + (a? — a +_56)* _ 2(a;— a) 

*>• (ic - 5 + 2 a)« + {ix +"3a — 2i)« "~ '« — & "* ^* ^• 

175 — 13a 



Nach I. 72 hat man 
3) (a + 6 - 2x) (9a + 6 - 10:r) = {2x — 3a + 6^ 
L. X = üj 6. 
Das giebt 

g + & -- 2 a; 2a?— 3a + ^ -| / ~a + & — 2a? 

2a?— 3a + 6 9a +^ — 10a? K 9a + b — 10a? " 

Nach dem KS. hat mau aus den beiden ersten Quotienten 

die gleichwertigen: 

a? — a b — X a + 66 — 6a? b — 2a + a? 

3(a-- a?) b — X 56 — 3a — 2a? 6 + 6« — 7a? 

Daher die Gleichungen: 

7 (q — a?)' + (& — 2a + a ?)^ ^ a + & — 2a? 
9(a — a?)*+ (& + 6a— 7a;)* ~ 9a + 6— loi 

T , IIa + 6 

L. x = a, 6, — j2^ . 

(a + bb — 6a;)* + (6 — a;)* a + 6 — 2a? 



8. 



(3a — 66 + 2a?)* + (& — a?)* 9a + ö — 10a? 
T , 14a + 316 

L. a; = a, 6, ^^ 



q (a + 66 — 6 a?)* + (6 — 2a + a;)* ^ a + 6 — 2a? ^ 

• (3a — 66 + 2a?)* -[- (6 + 6a — 7a:)* — 9« + 6 - 10a? "* ^' 

T , 4a*+ 296 
L. Ä? = a, 6, 

Will man Gleichungen von dieser Form mit andern 
Wurzeln haben, so hat man statt a und 6 nur diese Wurzeln 
zu setzen. So kann man auch aus den aufgestellten Glei- 
chungen beliebig viele Zahlengleichungen ableiten, indem maD 
für a und 6 die Zahlen setzt, welche man als Wurzeln zu 
erhalten wünscht. 



Um auch direkt einige Zahlengleichungen aufzustellen, 
hat man nach I. 76, wenn man statt a und b bezw. 3 und 1, 
statt m, w, p, q bezw. 1, 2, 2, 3 setzt, 

4) (7 - 5rc)(21 - 13^) = (12 - 8xy ^ 

L. X = 3, 1, 
Daher 

7 — 6a; 12 — 8iC 5 — 3a; 2 — 2x 

12 — 8a; ~ 21 — 13a; ~ 9 — 5a; ^ 3'^^3^ ^* ^' ^* 

Mithin die Gleichungen: 



10. 



(6 — 3xy + (2 — 2a;)« 7 — 5a; 



11. 



(9 - 5a;)* + (3 -~ 3a;)« 21 — 13a; 

L. a; = 3, 1, 7. 

(7 — 5a;) « + (12 — 8a ;)« _ 7 — 5a; 
(21 — 13a;)« + (12 — 8^« """ 21 — 13a; 

L. a; = 3, 1, J. 
Legt man 

5) (a — x){h — x) = x^ 

T ah 

L. X = , xT 
a-f-o 

zum Grunde, eine einfache Gleichung, so hat man 

a — X X 

X b — X ' 

also nach dem KS. auch die gleichwertigen Quotienten 

a a — 2a; 2a — x a '\- x 

y 2a; — 6 ~b + x 26— x ' 

und kann daher hinschreiben: 

(a — a;)« + ^* a — x 



12. 
13. 
U. 



(b — a;)« + ^* b — X 

(a — 2a;)« +a« a — x 

(6 — 2a;)«+'6« ~ h — x 

(2a — a;)« + (« + ä;)« a — x 

(25 — a;)« + (& + ^)* ~ ö — a; 
T a& 

L. a; = 



a + 6 

Die Gleichungen sind nur kubisch, wenn man die 
Wurzel oo zweimal in Anrechnung bringt. Sonst sind die 
Gleichungen vom 1. Grade; sowohl x^ als x^ hebt sich fort. 



M6 



-- ar-T-i- 



Selbst die folgenden nach demselben Verfahren gebildetei 
Gleichungen , die vom 4. Grade zu sein scheinen, siod Yon 
1. GradC; wenn man die Wurzel oo nicht in Anschlag 
bringen will 
I • (a — «)* + x^ a^ a 



16. 



3 



(2o ^x)^ + (o + x) 
\U~- xy + (b + xf 

ab 



L. X = 



a + b 



a — X 




b — X 
a 


a — X 


b 


b — X 



™ (Ay_a £ A C^__a 
^^' \b) ~ b ' D' B ' D~~ b 

242. /'• + ^" ~ ^Y _ ± . JL^L" ~ ^ 
242.. (1' + '^' = 4 . ^i-« -* 

* \Sb-\-a — x/ b X -\- b — a 



E 
F 






ar + 2a — 6 j; + o a 2jt + 2a — 6 



=*• x + 26 — a x + b 6'2x + 26-a 



242.. 



L. X = 0, }/a« — afc + h\ 

a — X x + 6 a 2x — 2a + 6 

a -f X ' x^^^ b ' 2x— 26 -j- a 

a6 






L. X = "-j- , l/«*— «6 + &*• 
a -\-b ^ ' ' 

2a 4- J" X 4- 6 4a— 6 26 — x 



2x4"« x + a 46 — a 2a — x 

2a-,36 — 2a) 



L:za\öo — s«; i/~T 



3a — 26 



Ol^ /x4-5a4-36y^ a + b 3a + 6 J^ 
****• V i — 5a + 6 / a - 6 * 3a + 6 — X 

16 a — 6 a + 6 — 4x 



"*"<• V 46 4^7/ — i56"=ra * 



6 + x' 156 — a a + 6 + 4x 



L. X = 1^6 — fl), ]/«- ~ 14a6 + V 
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242 ( I^l^LAlIIAl^LY — ^<^ + ^^ 13a + 136 + 3a? 
7* \ 115 4. 7a— o;/ ~ 56 + 2a * 13a + 136 — 3x 



13 



242 



L. x = -f{a - 6), ya^ - Uah + 61 

3a — rc 3a;— 6 9a — 6 8a; -f 3a — 36 



8* 36— a; 3x—a 96— a 8a; — 3a + 36 



2429, 



10 
3a— 2a; 3a; — 26 9a — 46 5a; + 6a — 66 



36 — 2a; 3a; — 2a 96 — 4a 5a; — 6a + 6& 



13 

a. Gleichungen der vorstehenden Art lassen sich sehr 
leicht aus den Darstellungen von t bilden, die zu symmetri- 
schen Gleichungen des 4. Grades gehören. 

Um Gleichungen von der Form 242, 242^ u. s. w. zu 
erhalten , hat man das Quadrat einer Darstellung von t gleich 
dem Produkt aus ^a? — y und ^a? + y und x statt r zu setzen 
und beide Seiten der Gleichung ins Quadrat zu erheben. So 
folgen 1) aus der 1., 3. und 4. Darstellung von t bei (3) in L^ 
2) aus der 2., 3. und 4. Darstellung die Gleichungen: 

1 / 5« + ^ + ^ y __ ± £(? — «_+^6) 

* \ a -{- b -{- X / 6 x^ a — 6 

2 /a; — 7a + 6 ^ _ a 3(a;— a + 6) 
Va; — 36-f'öt^ 6 x '\- a — b 

_ (6-«)(3« -fft) y^qnö^^-qrp. 

3a — 6 7 r I I 

Soll links ein Produkt statt eines Quadrats stehen, wie 

es in 2422, 2433 ^' ^ ^* ^®^ ^^'^ ^^^f ^^ ^®^^^ ^^^ ^"^'^ 
links das Produkt zweier Darstellungen von t So hat man 

ebenfalls aus den Darstellungen von t bei (3) in I. die 

Gleichung 

6a-f64-^ la — b — x a 3(a;— a + ^) 



3. 



a + 64"^ a — 36 + a; 6 x -\' a — 6 

L. a; = (ft - ") (f ° T L^ y^2 + 1O06 + h\ 

3a + 6 ' ' ' 
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^^^^- (bY^T'-D' 



Ähnlich hat man aus (6) in L: 

4 / « + b — x y _ a 2{x + a— h) 
*\ a — X ) b X — a + & 

p, '6 a — 6 + ^ *' — b a x -{- a — b 

26 — a -{■ X a •\- b — X b x — a-\- b 

In derselben Weise ergiebt sich 242 aus der 1., 2. und 
4. Darstellung von t bei (6) in V. Aus den dort angegebenen 
Darstellungen würde auch folgen 

^ / 6a -|- 5 — a;\2 a x -{• a — b 

'\66 + ^ — ^^ b X -{- b — a 



lj,x = a + h,ya^ + Mab + 61 

Ebenso folgt aus den Darstellungen von t bei (8) in V: 

« / 5a— 36 + xy a ic + 3a— 36 

• \56— 3a + a;/ ~" T ' a; + 36 — 3a 

L^ /^j-a — 36\2 a a; + 3a— 36 

®* \x + h—'J^) ~ ~b ' ic + 36- 3a "• ^- ^• 

L. a; = 3(a + 6), |/9ä^^^4ä6 + 961 

In den bisher entwickelten Gleichungen und in den 
Gleichungen von 242—2423 steht rechts der konstante Fak- 
tor -j- • Wann dieser konstante Paktor bei den Darstellungen 

von t vorkommen kann, ist in V. ausführlich erörtert Es 
mufs im Zähler des Radikanden von t^ — y nur a, nicht auch 
6 und r, im Nenner des Radikanden von ^x — y nur 6, nicht 
auch a und r vorkommen. Dann erhält man bei der Multi- 
plikation von txJify und tx — y den Faktor -^ • Haben die 

Radikanden von t^^y und tx — y die angegebenen Eigen- 
schaften nicht, so erhält man bei ihrer Benutzung zur Auf- 
stellung der Gleichungen der hier verlangten Art rechts einen 
andern konstanten Faktor. So erhält man aus den Dar- 
stellungen von t bei (11) in I. die Gleichungen: 
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' \a — 2h 4- x) 4a — 36 ' 4ir-^6 



10. 



g + 26 -f a; 6 — 2a + 2a; 4a + 36 4a; + 56 

a — 26 + a; ' 6+ 2a — 2a; 4a —,36 * 4a; - 56 



In derselben Weise erhält man aus den Darstellungen 
von ^ zu (11) in VI. 

11 / g + 26 --a; \2 ^ a + 6 ^ a; + 6 
\a — 264-^/ a — 6 ' a; — 6 

L. X = ttf ^a. 

Ebenso aus den Darstellungen von t zu (13) in VI. die 
Gleichungen : 



12. 



3a+66-|-a; 6 — a-f-a; a + & a; + a + 36 

a— 66 + ^ h -\- Sa — x a — 6 x — a — 36 



|o / 3a + 66 + x V a-{-6 a; + a + 36 

Va — 56+^/ g — ^ ^ — g — 36 

Vertauscht man in der letzten Gleichung a und 6, so 
erhält man 242g. 

b. Am einfachsten leitet man Gleichungen von der hier 
verlangten Form direkt aus der durch die Lösung gegebenen 
Gleichung ab. Man bildet aus dieser eine Quotientengleichung, 
welche für einen bestimmten, für die gegebene Lösung mög- 
lichen konstanten Faktor eine bestimmte Form haben mufs, 
v^ie das in Vk. und in VI., besonders in Vif. gezeigt ist. Aus 
der Quotientengleichung lassen sich dann leicht beliebig viele 
gleichwertige Quotienten ableiten und aus diesen, wie in a. 
angegeben, beliebig viele Gleichungen von der hier ver- 
langten Form. Wir wollen das an einem Beispiele speciell 
durchführen. 
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^^^' (4) = y • ^ ' 



Es sei als Losung 



x = ya^ + ab + b^ 

gegeben. In Vif. ist gezeigt, dafs bei dieser Losung di 
konstanten Faktoren 

a 5a — 3& Sa + 35 

"6 ' 56 - sä ' 86 + 3a ^* ^- ^* 

vorkommen können und dafs die einfachsten zugehörige 
Quotientengleichungen sind: 

^K a -f- 6 + ic a 



2) 
3) 



6 a + 6 — X 
7a 4- 76 — 8a; 5a — 36 



56 — 3a 7a + 76 + Sx 
7a + 76 — 5x Sa + 36 



86 + Sß 7a + 76 + bx 

Für die Gleichung 1) hat man, wenn man den Wert 
der Quotienten mit X bezeichnet, wie es oben vielfach ge- 
schehen ist, nach dem KS. 

v a + 64-a; a 2a + 6 + a; ^ + 5, 

X = '—,— = r-r = ^rr-f ~- = ' CtC. 

6 a + 6 — X 26 + a — x x — a 

Das Produkt der beiden ersten Quotienten giebt X\ Den 
Wert von X? findet man aber auch, wenn man einen Quo- 
tienten zum Quadrat erhebt oder zwei Quotienten mit ein- 
ander multiplicirt. Man hat daher die Gleichungen: 

l- /2a + 6 + a;\2 a a -^ b -}• x 

\26 + a — X / 6 a + 6 — x 

L. X = a ^ by Ya^ +- afe + 6^ 

Iß /^ + 5\2 a a; + 6 + a; 

\x — a/ 6 a + 6 — x 

L. wie in 14. 
2a + 6 + Ä a; + 6 a a + 6 + a; 



16. 



26 + — X X — a 6 o + 6 — x 



Für den zweiten oben angegebenen konstanten Faktor 
findet man aus der entsprechenden Gleichung 2) aufser den 
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angegebenen Quotienten nach dem KS. auch die gleich- 
wertigen Quotienten 

3o + 6— 2a; la — Zx _ ^a + hh — lx 

Sh + a+ 2x 6a + 86 + Ix 7 6 + 3a; 

und erhält daher die Gleichungen: 

17 / 3a + 6— 2x Y 6a — 36 7a + 76 — 8a; 

\36 4- a4- 2a;/ ~ 66 — 3a ' 



u. s. w. 



18. 



+ «+2a;/ 66 — 3a 7a + 76-f8a; 

L. x = i(b — a), l/a^ + ah + b\ 

8a + 66 — 7a; 7a— 3a; 6a — 36 7a + 76 — 8a; 



86 + 5a + 7a; 76 + 3a; 66 — 3a 7a + 76 + 8a; 

L. wie in 17. 

Für den dritten konstanten Faktor findet man aus der 
Gleichung 3) in derselben Weise: 

19 / 8« + 26— x y ^ 8a 4- 36 7a + 76 — 5a; 
• \36 + 2a+a;/ '^ 86 + 3a ' 7a + 76 + 6a; 

L. x = ~(b - a), Ya^ + ah-\- h\ 

rt|x 6a -f 86 — 7a; 7a + 3a; 8a4-36 7a + 76 — 6a; 

66 + 8a + 7a; * 76 — 3a; ~ 86 + 3a ' 7a + 76 + 6a; 

L. wie in 19. 

Man kann aus den oben* angegebenen Quotienteu- 
gleichungen allgemeine Gleichungen von der hier verlangten 
Form ableiten, indeQa man zunächst aus den beiden an- 
geführten gleichen Quotienten nach dem ES. allgemeine 
gleichwertige Quotienten ableitet, X^ bildet u. s. w. So findet 
man aus der Gleichung 1) 

rt| (a -j- & + ^) ^ H" ^^ (a + & + ^)P + ö2 « a4-6 + ^ 

{a-^rh — x)n -{• hm (a-^-h — x)q -\- hp 6 a + 6 — x 

Für die Auflösung der Gleichung ist das bei 9 in XVII. 
Gesagte zu beachten. Setzt man für m, w, p, q bezw. 1) 1, 
1, 1, 1; 2) 1, — 1, 1, — 1; 3) 1, 1, 1, — 1, so erhält man 
die Gleichungen 14, 15 und 16. 
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^x- (i)'-T 






In derselben Weise hat man aus der Gleichung 2) für 
den zweiten oben angegebenen konstanten Faktor die all- 
gemeine Gleichung 

(7 a + l~b + %x)n'\-~(bb^^m ' (7a4-7ft + 8ic)3 + (5T— Sa)^? 

6a — 36 7 a + 76 — 8 j 

56 — 3a ' '7a + 76 + 8¥ 

»V I / (56 — 3a)wjj+(ß« — 36)«g ' ^ ' ' 

Setzt man hierin für m, n, p^ q bezw. 1) 1, 1, 1, 1; 
2) 3, 7, 7, 3, so erhält man die Gleichungen 17 und 18. 

Auch das Vorziehen eines Faktors aus einer Quotienten- 
gleichung, wie es in Eb. (22), VIb., IX c. und XVIIa. viel- 
fach vorgekommen ist, wird zweckmäfsig zur Formation von 
Gleichungen oben stehender Art benutzt 

So hat man für die schon oben gegebene Lösung 

X = Ya^ + ab + b^ 

zunächst die Quotientengleichung 

o + 6 + rc 



(1) 



also nach dem ES. auch 



a -f- 6 



^ (= ^)' 



,^v -^ 3a + 6 4- a; 3a + 2h + 2x 

{^) A — 2a 4-~36 — 2ic "" a + 36 — rc * 

Aus (1) ergiebt sich nach dem angegebenen Verfahren und 
nach dem KS. 



a 
6 



(3) X = 
Ebenso aus (2) 



a4- 6 + a; 



a 



a + b 



X 



a 
T 



x-{-a 
x—b 



(4) 



^ 3a4-^ + ^ 

a + 36 — ic 



a + 36 — X 
~2a~+~36 — 2 a.' 

3a + 6 + a; 4a + 5 6+ x 

a + 36 — X 5a-j-46 — x 

Daher aus (3) und (4) die Gleichung 



3a + 26 + 2a; | 
3a + 6 + a; | 



23. 



3a + 6 -f .r 4« + 56 + a: 
36-j-öt — X 46 + 6a — x 

j 6a«-f 14a6 + 5 6* 

a — 6 



a 
6~ 



X '\' a 
X — 6 



- , Ya^ + ah -f b\ 



XIX c. 



B 



C_ 
D 



a 
T 



F 
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Man kann auch ein zweimaliges Vorziehen eines Faktors 
aus einer Quotientengleichung anwenden. Für die Lösung 

X = yäh 
hat man z. B. direkt und nach dem KS. 

a'\-x 



(5) ~-T 



b 6 + a; 

Hieraus durch Vorziehen des Faktors -r- 



(=X). 

und nach dem KS. 



X 



a 



b^ 

X 



X 

a 



a 
T 



6 + 2a; 



a 
T 



^b + x 



a; + 2a 6 ' 2a; + a 

Aus den beiden letzten gleichen Ausdrücken zieht man wieder 
einen Faktor vor und hat nach dem KS. 



a 



x = ^. 



&+ 2a? 
2aj+ « 



2a; + o 26 + ^ 

^ + 2a 6+ 2a; 



also 



(6) X = 



a 



b 2a; + a 
Mithin aus (5) und (6) 



6 + 2a; «4" 26 + 3a; 
" "6+^a~+"3^ 



24. 



a + a; 2a4-6 + 3a; 

6-f a; * 26+ a + 3a; 

L. a; = — — |— ? l/«6. 



a 
~b 



6 4- 2a; 
a + 2a; 



Auch das in Vg. erörterte Verfahren läfst sich hier oft 
mit Vorteil anwenden. 

c. Nach den in b. gemachten Bemerkungen wird es 
leicht sein, die oben vorgeführten Gleichungen aufzustellen. 

Für 242i ist die Lösung 

X = l/^+l4a6 + l\ 
Man hat also 

x^ = {a— Vf + 16a6 

X -{• a — 6 4a 3a -f- 6 — x , yv 

46 aj — a + 6 a; — a — 36 ^ ^* 

Bildet man X* einerseits durch Quadriren des dritten Quo- 
tienten, andrerseits durch Multiplikation der beiden ersten 
und setzt die gewonnenen Ausdrücke einander gleich, so giebt 
das die Gleichung 242^. 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 23 ^ 
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Ffir 242, ist die Lösung 

X = Va* — 06 + 6». 

Man hat daher 

a^ = (a _ 6)« 4. «6 

(7) ^:^J+A = .-__!_(= X) 

und weiter nach dem KS. 

(«; A — •^-- = -— JJT^-qri — 2a; + 2a — Ö 
Aus (7) hat man ferner 



a 



(9) X = x 



a? — a + ^ 



a a;+ 25 — a 
y * a;4- 2a — 5 



a a; 4" ö» — 6 

Bestimmt man daher aus (8) und (9) den Wert von X^ 

durch Multiplikation in doppelter Weise ^ so erhält man die 

Gleichung 

2a;— a + 25 a a; + 26 — a x-\'h 

2a; — 6 + 2a b a; + 2a — h x-{-a 

Diese Gleichung ist identisch mit der Gleichung 2422* 

Für dieselbe Lösung hat man auch 

X -]- a — h a 

b X — a -\- b 

Daher nach dem KS. einerseits 



(=X). 



r-^v ^ a -\- b — X 2a; + a— 25 x — b 

{^W) A — 2aj_2a + 6 ~ a + 6 — 



X a — X 



Andrerseits durch Herausziehen des Faktors -^ 



(11) x = 



a 



X -{- a — b 



a X -{■ a 



a X — a + 6 

Bestimmt man X^ aus (10) und (11) in doppelter Weise, so 

erhält man leicht 

2a; 4"«— 26 a x -{- a x — 6 

2a; -f^ — 2a 6 'a;4-6"a — x * 

Die Gleichung ist identisch mit der Gleichung 2425. 
Für die Gleichung 242^ hat man nach (32) in VI. 

/^ c>N 3a; — 2a + 26 4a — 6 , ^x 

^^"^^ U - a "■ 3a; + 2a — 26 ^'^^>'- , 





XTXc. ^ . ^ "- 
B IJ b 


77 
E 


Hieraus 






^ 4a 

^ = 45- 


— a 


8a; — 2a + 26 
4a — 6 


46 — a 


3a; + 2a — 26 
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Aus den beiden in Klammern stehenden gleichen Quo- 
tienten kann man nach dem KS. wieder zwei andere gleiche 
Quotienten ableiten und erhält 

4a — 6 26 — a; 4a — 6 2a; — a 



X 



46 — a 2x — 6 46 — a 2a — x 

Aus den beiden ungleichen Quotienten kann man, wie es in 
(6) geschehen ist, wieder einen Quotienten aussondern, 
so dafs man erhält 

4a— 6 26 - 



X = 



46 — a 2a 



X 
X 



(13) x = i^.|^^:^ 

^ ^ 46 — a 2a — a; 

Aus (12) folgt nach dem KS. 



2a — X 
2x — h 

a-^ X 
h~+x ' 



2x — a 
2b — X 



also 



(14) X = 



X -{■ 2a 



2 a; 4" ^ 
Daher endlich aus (13). und (14) 

2a + a; 4a — 6 26 — x 



a-^x 
6 + a; 



2x -{- a 46 — a 2a — x 

Die Gleichung ist identisch mit 2424. 

Die Gleichung 2425 ^^^ schon oben in 13 aufgestellt. 

Für die Gleichung 2426 hat man nach der dritten Glei- 
chung bei (45) in Vif., wenn man — a statt a setzt, und 
nach dem KS. 



(15) 



a -{■ b — 4a; 



16a — 6 



4a — X 



(=Z). 



166 — a a + 6-f4a; 46 +a; 

Setzt man das Quadrat des dritten Quotienten gleich dem 
Produkt der beiden ersten, so erhält man die Gleichung 2426. 
Für die Gleichung 242^ hat man aus der ersten Glei- 
chung bei (45) in Vif., wenn man — h statt h setzt, und 
nach dem KS. 

13a + 136 + 3a; 4(6a 4- 26) lla+ 76 + a; ^ 

4(66 -f 2a) 13a + 13 6 — 3a; 116 -f 7a — a; ' 

Hieraus folgt wie bei (15) die gesuchte Gleichung. 

23* 
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Für die Gleichung 242^^ hat man nach den in Vit für 
die Losung 1) gemachten Entwickelungen und nach dem KS. 
die gleichen Quotienten 

8ä + 3a — 36 9a — 6 Sa — x Zx — b 

96 — a 8x — 3a+ 36 Zx^-^a 36 — x ' 

Setzt man das Produkt des 3. und 4. Quotienten gleich dem 
Produkt des 1. und 2. Quotienten, so erhalt man die ge- 
suchte Gleichung. 

Für die Gleichung 242^ hat man nach VI f. und nach 
dem KS. 

5a; + 6a — 66 9a — 46 3 a — 2j: 3x — 26 



96 — 4a 5a; — 6a -f 66 3a; — 2a 36 — 2ar 



U. S. W. 



^^' \b) D ' F' BD F ' 



G 



H 

^*** \6 -i- 2o — 3«/ b — ix' ia — X 

L. a; = f(a + 6), Väh. 

9i.^ /2a + 6 - a; \g _ 3a + 6 — a; 3a + 26 — 2a; 
^*'^r V "6 + a; /~ 6 + 2a; ' 26 + a; 

L. X = a, 6, 6. 

91^ /a + 36 — x V ^_ g + 26 — x a + bb — x 
^* \ a + 2a; / a 



243.. 



-|-2a;/ a -\- x a + 4a; 

^ , a(a + 6) 

2a + 6 — a; a + ^ 4a + ^ — ^ a + 3a; 



'3* 26 + a — a; 6 + a; 46 + a — a; 6 + 3a; 

a + ^ 



L. X = a, b, 



4 



91Q 3a + 6 — a; 2a + 36 — 2a; ^^ 2a + a; ^ 6 + 2a; 
4* 36 + a — ^ ■ 26 + 3a — 2a; 26 + a; ' a + 2a; 

T I, a + 6 

L. X = a, 0, — 2 — • 

Gleichungen von dieser Form lassen sich am einfachsten 
in beliebiger Anzahl aus den Darstellungen von t ableiten, 
die zu symmetrischen Gleichungen des vierten Grades ge- 
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hören. Setzt man das Produkt zweier einfachen Darstellungen 
von t gleich dem Produkte zweier anderer Darstellungen von 
t und X statt r und erhebt zum Quadrat; so ist die Glei- 
chung fertig. Die so aufgestellten Gleichungen müssen 
jedoch im allgemeinen vom vierten Grade sein, wie die in 
VIT. und IX. behandelten Gleichungen im allgemeinen vom 
dritten Grade sein mufsten, wenn die Koefficienten nicht so 
gewählt waren, dafs sich x^ forthebt. Die hier vorgeführten 
Gleichungen sind alle kubisch. Die Wahl der Darstellungen 
von t ist daher insofern beschränkt, als man die Darstellungen 
so auswählen mufs, dafs sich in der formirten Gleichung x^ 
forthebt. Das ist, wenn sich solche Darstellungen nicht direkt 
darbieten, immer leicht zu bewerkstelligen. 

Aus den beiden ersten Darstellungen von t bei (6) in 
Vb. hat man, wenn man quadrirt und zugleich x statt r setzt, 

Hieraus folgt nach dem KS. allgemein 

y (a — 5 + ^)w + ^aw 

(6 — a + x)n + 66m 

Setzt man hierin für m und n bezw. 1) 1, 1; 2) 2, 1; 3) 1, 
2; 4) 3, 1; 5) 1, 3, so erhält man für X die Quotienten: 

la — b + X Sa — 2 b + 2x 13a — b + x 

7b — a -\- X 136 — a 4- ^ 86 — 2a + 2x 

9a — 36 + 3a; 19a — b + x 

Idb -a + x 96 — 3a + Sx ^' ^' ^* 

Aus diesen gleichen Quotienten folgen nach dem angegebenen 
Verfahren, indem man X^ sucht, die Gleichungen: 

1 / 7a ~b + x V 4a — 6 + a; 13a — 6 + a; 

\7b — a + x) 46 — a + a; * 136 — a + a; 

L, x = a + b, Ya^ + Mab + b\ 

3a — 6 + a? 19a — 6 + a; 
+ a;/ 35 _ a + a; * 196 — a -^ x 

L. wie bei 1. 

Q ^« — ^ +a? 13a — b + x 3a — 6 + a; 19a — 6 + a? 

• 46 — a + a; * 136 — a + x 3 6 — a + x ' 196 — a+~x 
L. wie bei 1. * 



Mb — a 4- xJ 
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Auch die in IV. behandelten Quotientengleichungen^ die 
aus Darstellungen von t abgeleitet sind, welche zu symme- 
trischen Gleichungen des vierten Grades gehören, lassen sich 
sehr zweckmäfsig zur Aufstellung von Gleichungen der oben 
stehenden Art benutzen. Hat man z. B. die Quotienten- 
gleichung 

so hat man auch allgemein 

Am -\- Cn Äp -{- Gq Am^ + Gn^ 

Bm + I)n ~ Bp + Dq ~ Bm^nni ^* ®* ^' 

Daher die allgemeinen Gleichungen 

-r / Am + Gn y ^ Ap + Gq Ap^ + Gq^ 
\Bm + I)n) Bp + Dq 'Sp^+Dq^ 

jj Am + Gn Am^ + ^**i ^P + Gq Ap^ + Gq^ 

Am + I)n ' Bm^+Dn^ ~ Bp -fBq ' Bp^ + Dq^ * 

Die Koefficienten w, n, p, q u. s. w. sind so zu wählen, dafs 
die Gleichung kubisch wird oder dafs ic* fortfallt, was immer 
leicht in vielfacher Weise geschehen kann. 

Die Quotientengleichung 18 vorn in IV. heilst 

X -}- a + 2b h — 2a + 2x 



(2) 



X + a •— 2b 5 + 2a — 2a; 



Um zunächst die Gleichung I anzuwenden, wählt man w, w, 
p und q beliebig und darnach j)^ und q^ so, dafs cc^ fortfällt. 
Soll x^ in I fortfallen, so mufs 



im + 2wY 
\m — 2n) 



' m 4- 2n Y P + 2q p^ + 2q^ 

" P— H ' Pi — 2gi 



werden. Das geschieht, wenn man 1) m = 1, w == 0, jp s= 1, 
q = ly also _Pi = 1, qi = — 1; 2) m = 1, m = 1, |) = 1, 
q = — 1, also Pi = 13, qi = 1 setzt. Dann erhält man, da 
wegen (1) und (2) J. == a? + ^ "f* 26, JB = a; + a — 26 etc. 
ist, aus I folgende Gleichungen: 

4. / ^ + « + 26 y Sb — a + Sx b + 3a — x 

• \x + a — 2b) 35 + a — 3a; * & — 3a 4- Ä 



\j, X = fa, ]/a^ + ^^- 



7. 
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6 / 3^ — g + 3^ y 8a + 5 — a? 336 — g + 27a? 

• \a;4.5 — 3a/ 36 + a — 3aj * 195 + a; — 27a 

16a — 165 ' '^ ' 

Will man die Gleichung II benutzen, so müssen, wenn 
die Gleichung kubisch werden soll, die Koefficienten der Be- 
dingung genügen 

m -^ 2n Ml -f 2^1 i? + 2g i?i + ^^j 

w — 2n Wi — 2wi i> — 2g \pi — 2^1 

Setzt man daher 1) m = 1, w == 0, Wj = 0, Wj = 1, j) = 1, 
2 = 1, also 2>i ==4, äi = — 1; 2) m = 1, w «= 0, mj = 0, 
«1 =* 1, j) = 3, 2 = 1, also ^j == 4, 2, = — 3, so erhält man: 

^ a; + a 4- 25 ^ 5 — 2a + 2a; ^_ 35 — a + 3 a? 6a + 75 + 2a? 

* a? + « — 25 * 5 + 2a — 2a? "^ 3a — 5 —Ic ' 6a? — 95 + 2a 

a? + « + 25 5 — 2a + 2 a? 6a; + a + 75 10a — 2a? + 65 
a? + a — 25 * 5 + 2a — 2^ "^ 5a + a; — 55 ' 10a?— 2a— 115 

L. wie in 6. 

Am einfachsten verföhrt man auch hier bei der Auf- 
stellung der Gleichungen, wenn man die Lösung als gegeben 
annimmt und aus dieser zunächst eine Quotientengleichung 
formirt, wie es oben vielfach gezeigt ist. So hat man 
z. B., wenn 

x=yab 

als Lösung gegeben ist, zunächst 

~ (3) ^-T 
und hieraus nach dem KS. 

a-\-x a — a? a+ 2a? 2a+ a? a+ 3a; 3a + a? 

a?4-5 a? — 5 a? -f 25 2a? + 5 a; -f 35 3a?+ 5 

Daher die Gleichungen: 

r^ /a -[- a;\2 a + 2a? 2a-[-a; 
^* \54^/ "^ 5 +2a? ' 25 + a? 

L. o; = 0, yäb. 

Q /a — xY a + 3a? 3a + a? 
^* Vt^Zr^/ "^ 5 -f 3a? ' 35 + a? 

L. wie in 8. 



U.S.W. 
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|.| a -\- 2x 2a -j- X a + 3j; 3a + a; 

JT-f^äi ' 2«* + ic ~ b~-f~Sx ' 36 4- i 

L. wie iu 8. 

Man kann auch allgemeiner in derselben Weise bilden: 

11 a + '^^ ^ + ^** öl + P^ X --\- ap 
b -{- nx X -{- bn 5 + px x -{- bp 

L. X = 0, Y^^' 



lo tt + «05 jj + ap a — nx x — ap 



• - 



b -{- px a; + 6n 6 — pa; x — bn 
L. wie in 11. 

Aus der Quotientengleichung (3) hat man durch korr. 
Add. und nach dem KS. auch 

a — 2a; a; — 25 a + 26 — 3a; 

2a — a; 2a; — 6 6 + 2a — 3^ 

Setzt mau das Quadrat des dritten Quotienten gleich dem 
Produkt aus den beiden ersten , so erhält man die Glei- 
chung 243. 

Für die Aufstellimg der folgenden Gleichungen mufs 
mau die einfache quadratische Gleichung 

x^ - (a + l)x + a6 = 0, 

deren Wurzeln 

Xt •— " Cf« Xa ^^ U 

sind; zunächst in eine Quotientengleichung verwandeln, z.B. 

a + 6 — X a 



(4) 



X 



Hieraus erhiilt mau nach dem KS. die gleichwertigen Quo- 
tienten 

.p,v 2a +^j^i<'* 3tt + 6 — 0? 3a + 26 —2a; 4a + 6 — a; 

<^* ' ~" " 6 +ir' "^ ^6 +Tc"" ~ '"a'+lc 6 + 3a; 

Setzt muu das Quadrat des ersten Quotienten gleich 
dem Produkt aus dem zweiten und dritten Quotienten^ so 
so erhält man 243^. 

Aus der ein wenig voränderten Quotientengleichung 

<• -f 6 — »c 6 

(1 X 
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ergeben sich nach dem KS. die gleichwertigen Quotienten: 



a + 2& — X a + 36 — x a + 4& — x 

a + 2a; a + 3a; 

a + hh — x 2a + 3&— 2a; 



^ ^ a -^ X a + 2a; a '\- ^x 



u. s. w. 



a + 4a; 2a -{- x 

Setzt man das Quadrat des zweiten Quotienten gleich 
dem Produkt aus dem ersten und vierten Quotienten, so er- 
hält man die Gleichung 2432- 

Dividirt man den ersten und vierten Quotienten in (5) 
bezw. durch den ersten und dritten Quotienten in (6) und 
setzt die erhaltenen Ausdrücke einander gleich, so erhält man 
die Gleichung 2433« 

Dividirt man den zweiten und dritten Quotienten in (5) 
bezw. durch den zweiten und fünften Quotienten in (6) und 
setzt die gewonnenen Ausdrücke einander gleich, so erhält 
man die Gleichung 243^. 



XXL -Q2-^j)2 = \-^) j kubisch. 



9iq (^ -« + &)' + &^ _ /^ - «V 
-^^^ö- (^ + a - 6)« + a* ~ \^^^^) 

L. a? = a + 6, ]/a^ —- a6 + 61 

oi q {x -a + hf- b' _ (x - ay 
-^^^e* ^^^a — by — a« \x — b/ 

L. X = a -^ b, a, h. 

(g; -, g + 6)^ + &^ _ ( x~a+2b Y 
'**^7- (as + a — b)^ + a*- Va; - & + 2a/ 

L. X = a -\-b, Ya^ — ab + 6^« 

rt.« (a; - g + &)» — &^ _ / a; — a + 26 \2 
-^^^s- (^ + a _ ft)2 _ «2 — ^^ _ 5 ^_ 2a / 

L. a; = a + 6, a — 26, 6 — 2a. 

2i.q (^ + q — &)' + 36 a^ _ / 7a — &+ a; \2 
'^^^o- (^ _ a + 5)2 ^ 36y2 \7ft _ a + a; / 

L. o; = a + 6, Ya^ + 34a6 + 6'^. 
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oj^q (a? + g — &)' — 36 a» _ / 5a + 6 — a; \g 

L. a; = a + 6, 5a + 6, a + 56. 

2 . « ( g — 2a;)» + {2h — xY / a + 2ft — 3a? \« 

^1* ■(& — 2a;)» + (2a —a;)» ~ \5 + 2a — 3a;/ 

L. rc = |(a + 6), ^06] 

„j^q (a — 2a;)» — (25 — a;)» _ / a; — a + 26 ^ 
-^^^la- (5 _ 2a;)« - (2a — a;)» ~ \a; — 5 + 2a/ 

h. x = |(a + 6), a — 26, 6 — 2a. 

24.q (7q — 95 + 3a;)» + (3a + 35 — a;)» ^ / 5a — 36 + a;\2 
-^^^is* lii — 9a + 3a;)» + (3a + 36 — a;)» "" \ö5 — 3o + a;/ 

L. a: = 3(a + 6), y^d' — 14a6 + 9R 

oj^q (7a — 96 + 3a;)« — (3a + 36 -- a;)» _ / a — 36 + x^ 
*^**' (76 — 9a + 3a;)« — (3a + 36 - a;)« ~ \6 — 3a + a;/ 

L. a; = 3(a + 6), 3a — 6, 36 — a. 

Gleichungen vorstehender Art sind aus den Darstellungen 
von t, welche sich aus symmetrischen Gleichungen des vierten 
Grades ergeben, oder aus Quotientengleichungen, welche sich 
aus der durch die Lösung gegebenen Gleichung direkt ab- 
leiten lassen, sehr leicht zu formiren. Sie sind ihrer Form 
nach vom vierten Grade; es hebt sich jedoch bei allen x*" 
fort; sie haben daher nur drei Wurzeln. 

Erhebt man z. B. die bei (7) in I. aufgeführten Dar- 
stellungen von t zur vierten Potenz und setzt x statt r, so 

hat man 

/ 3a + 26 + 3a; y _ / 36 — 2a + 2a; \g 

\3a — 26 + 337/ \36 + 2a — 2a;/ 

(1) 
^ ^ ^ / 12a; + 1 36\g ^ /12a-- 66 y 

~\12a + 56/ \12a;— 136/ 

X==ya? + h\ 
Man kann daher nach dem KS. die Gleichungen hinschreiben: 



1. 



o 



(12a; + 136)- + (12a — 66)« _ / 36 — 2a + 2a; \g 
(12a + 56)«+ (12a; — 136)» ~ \36 + 2a — 2a;/ 

L. .t' = — ^a, VaH^6'; 

(12j; + 136)- + (12a - 66)« _ /3a + 26 + 3a;\2 
(rirt~+~56)- + (12a; - 

L. wie in 1. 



66)« _ / 3a + 26 + 3 a;Y 
136)- ~ \3a — 26 + 3a;/ 



XXL -^-;-J-g= (4)', kubisch. 
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Man hat bei der Bildung der Gleichung darauf zu achten, 
dafs a;* sich forthebt. 

Man kann auch ganz allgemein aus den in (1) gegebenen 
Quadraten nach dem KS. bilden: 

^^ \12a+6b)m+{12x — Uh)n/ \(12a+6b)p + (12x — 13b)q/ 

Soll in der zu formirenden Gleichung eine der Gröfsen rechts 
. stehen, welche in den beiden aufgestellten Gleichungen rechts 
stehen, so mufs^ wenn man die in (2) aufgestellten Gröfsen 
links benutzen will, 

144 w* +144 3'-» ~ ^' ^* "• 

(3) m2+j)2_«2^g2 

werden, damit sich schliefslich (x^ forthebt. Die Gleichung 

(3) wird am einfachsten erfüllt durch p = n, q = m. Dann 

erhält man aus (2) und (1) allgemein 

« ({ 12x+ lSb)m + {l2a — bb)ny + ((12 a; + 13 b) n_+ (1 2a — 5&)m )^ 
• ({12x--lSb)n + {i2a + 6b)m)^~((12x--lSb)in~+(12a + 56)n)« 

— / 3a -f 2b + 3x y 
\3a — 2& + 3a;/ 

Für m und n kann man beliebige Zahlen setzen. — 
Wie man die Gleichung (3) auch auf andere Weise als durch 
die Annahme p = w, q = m erfüllen kann, ist oben in VII c. 
gesagt. Doch werden dann die sich ergebenden Gleichungen 
durchweg etwas unförmlich. 

Setzt man in den aufgestellten Gleichungen links die 
Differenzen statt der Summen, so erhält man Gleichungen 

*) Die AnflösuDg ist sehr umständlich, wenn man die Gleichung 
direkt angreift. Man setze 12a; + 13 & = Ä, 12 a — 6b = B, 
12a + B& == C, 12a; — 13& = D. Dann erhält man für die Gröfsen 
rechts 4(^ + B) und 4(C+ D). Man kommt mit Hülfe des KS. auf 

AB _ ( A + B y l^-^Y— l ^ + ^ Y A--B , A + B 

Gl)~ \C + d) ' \C - d) ~ \C + d) ' C — D~ ±c + iy 

^ B 1) ' ^ B ~ C ' 
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vom vierten Grade, da sich iC* nicht forthebt. So erhält 
man aus (1) statt der Gleichung 1 

. (12x + ISby — (12a — 56)' Z^&JTL?« +^2a;\2 

(12"a~H- 66)« — (12a; — 13 6)* ~" \3ö~+~2a— 2a;/ 
T 2a + 36 T/-n — r— ,Y 

L. a; = — Y — , ya^ + 6% 

Denkt man sich aber in den .aufgestellten Gleichungen 
1 und 2 im Nenner die Summanden umgestellt und setzt 
dann die Differenzen statt der Summen, so erhält man ku- 
bische Gleichungen. So erhält man statt der Gleichung 4 
aus der Gleichung 1 

K (I2x + 136) » — (12a — 66)* _ /36 — 2 a+ 2a;\^ 
(12i'— 13"6y» — (120"+ 56)* \36 + 2a — 2"a;/ 
T 13 2a + 36 

^•^ = --5-«; — T — 

Die Gleichung 4 hat zwei Wurzeln 00 = + Ya^ + 6* 
mit der Gleichung 1 gemeinsam, die Gleichung 5 nur eine, 

x= ~a. Diese Wurzel geht für die Gleichung 5 aus 

der Gleichung hervor 

(12a; + 136) + (12a — 56) 2a; — 2a +36 



* 



(12a; — 136) + (12a + 56) 2a; — 2a — 36' ^ 

welche noch zu lösen bleibt, wenn man die Faktoren 

(12a; + 13&) — (12a — 56) = 6(2a; — 2a + 36) un4 

(12a; — 136) ■- (12a + 56) == 6(2a; — 2a — 36) 

ausgeschieden hat. Diese Faktoren, = gesetzt, geben die 
beiden andern Wurzeln. 

Wie die Gleichung 5 aus der Gleichung 1 abgeleitet 
ist, so sind auch die Gleichungen 2436 aus 2435, ^438 aus 
243^ u. s. w. abgeleitet. 

In derselben Weise, wie die Gleichungen 1, 2, 4 und 5 
gebildet sind, ergeben sich aus den Darstellungen von t bei 
(11) in I, wenn man a und 6 vertauscht, folgende Glei- 
chungen : 

^ (4a; + 5a) * + (46+ 3a)* ^ / a — 26 + 2a; \2 
• (4a; — 5a)* + (46 — 3a)* ~ \a + 26 — 2a;/ 

L. a; = |6, l/öH^ft'- 

*) Lösung durch korr. Add. 
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„ (4a; + bay + (4& + 3a )^ _ / a; + 2 a + 6\2 
(4a; — 5o)2 + (46 - 3a)* ~ \x - 2a -f~h) 

L. wie in 6. 

H ( ^^ + 5«)^ — (4& + 3a)^ _ /oj- 2 & + 2a;\2 
(4ä ~ 5a)* — (46 — 3 a)« ~ \a"+ 2ft^-~¥J/ 

T - , 25 H- a 

q (4a; + 5a)' — (45 + 3 a)^ ___ / a — 25 + 2a;\2 
• (45 — 3a)« — (4a; — 5a)« ~" \a + 25 -~2a;/ 

25 + a 



Will man zur Aufstellung von Gleichungen der oben 
stellenden Art die Lösung als gegeben annehmen, so mufs 
man aus der durch die Lösung gegebenen Gleichung zu- 
nächst eine Quotientengleichung bilden und aus dieser nach 
dem KS. gleichwertige Quotienten suchen. Dann ist die Bil- 
dung solcher Gleichungen nach den oben gegebenen Bei- 
spielen leicht. Man hat nur darauf zu achten, dafs sich a^ 
forthebt. Die Bildung solcher Gleichungen kann man sich 
noch wesentlich durch Benutzung einer Eigentümlichkeit er- 
leichtem, welche allen oben vorgeführten Gleichungen, auch 
der Gleichung 3, gemeinsam ist: Es stehen rechts überall 
die Summen oder Differenzen der links vorkommen- 
den Gröfsen, wenigstens bis auf einen gemeinsamen Zahlen- 
faktor. So hat man in 243^: 

(a — 2x) + (2& — xl= a -f- 26 — 3ä; 
(b — 2x) + (2a — x) = h + 2a — 3x. 
Ahnlich in 24312^ 

(a — 2x) — (2b -- x) = - (x - a + 26) 

(6 — 2x) — (2a — a;) = — (a; — 6 -f- 2a) u. s. w. 

Die angegebene Eigentümlichkeit erleichtert die Bildung 
solcher Gleichungen und ihre Auflösung wesentlich; sie ist 
aber nicht notwendig. Wenn sich x^ forthebt und man weifs, 
dafs die Gleichung zwei Wurzeln hat, z. B. x^ '= a und 

x^ = h, oder a; == + l/ja^ -\- rjah -{- d'b^, so mufs die dritte 
Wurzel von selbst rational sein; denn nach Ausscheidung 



306 



XXI. ^± ^- = (Ä)\ kubisch. 



der beiden angegebenen Wurzeln bleibt nur noch eine Glei- 
chung vom ersten Grade zu losen übrig. 
Ist z. B. die Lösung 

gegeben ; so hat man zunächst als einfachste Quotienten- 
gleichung 

^ * b a — X 

und kann daher sofort hinschreiben : 

10 (g + xy + 6« l a + h + x \^ 
• (a — a;)2 + &* *^ \a + ft — a:/ 

L. x=0, Ya^ — 6^ 

I ^ (g + a;)» — h^ _ / a + & + g? ^ 
^ • (a — a;)'* — 6« ~ \a + ft — rc/ 

L. a; = 0, +(a + 6). 

Man hätte auch aus der Lösung ebenso gut bilden können 

(5) i±J^ = -^. 

Hieraus kann man wieder sofort hinschreiben: 

12 {a + by + x' _( b + a^ x y 
'^^ {a-^by + x^~\b — a + x) 

L. ic = 0, yä^^^, 

.« (g + bf - a;» (b + a ~ x ^ 
^^* (a _ 6)« _ a;« "" \& — g + «/ 

L. x = 0^ a + ^• 

Man kann auch aus (4) oder (5) nach dem KS. wieder 
andere gleichwertige Quotienten bilden und diese benutzen. 
So folgt aus (5): 

g + 6 + 2a; a; + 2g + 26 6 + g — _x g + 6 + ^ 
a; + 2g — 26 a — 6 + 2a; b — g + a; g — b + x 

Hieraus hat man: 

^ - (2g -f 26 + a;)' + (g + 6 + 2a; )^ _ / 6 + g — x ^ 
*• (2g — 26 + a;)* + (g — 6 + 2a;)2 — \b — a -{- xl 

\j. x = ya? — h\ 

1 ß ( 2a + 26 + a;)^ + (g + ^ + 2a; )^ _ /g + 6 + a; \g 
^* (2g _ 26 + a;)^ + (g - 6 + 2a;)*' ~ \a — 6 + a;/ 

L. wie in 14. 



XXL ^'±^' = m\ kubisch. 
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* (2a — 25 + ^)* - (a — 2> + 2^;)« ~' \b — a + xl 

L. a; = 0; a + 6. 

^ „ (2a + 25 + rc)' — (g + 6 + 2a;)' ^ / b + a — x y 

* * • (a — & + 2a;)' -^ (2a — 2& + a;)* "^ Vft — g + a;/ 

L. X = a ^b, Ya^ — bK 

In den Gleichungen 10 — 17 ist die oben angegebene 
Eigentümlichkeit bewahrt; es stehen rechts die Summen oder 
Differenzen der links vorkommenden Gröfsen. Man kann 
jedoch noch viel allgemeiner verfahren. Aus (4) kann man 
auch bilden 

(a + x)m -{- hn (« + x)mi + bn^ (» + a;)jp + bq 

(g — x)n -{- bm (a — x)n^ -{- bm^ (g — x)q + bp 

Hieraus folgt die allgemeine Gleichung 

((g + x)m + bny + ((^ 4" ^)»*i + &^i)' /(« + ^)p + ^qV 

((a — x)n + bmy + ((« — a?)Wi + bm^y \{a — a;)^ + bp) ' 

Soll die Gleichung kubisch sein, so mufs 

n« + Wi' q* 

werden. Diese Gleichung wird sehr einfach erfüllt, wenn 
man in der bekannten Weise 

m^ — n^ für m, 2mn für w^, 
jj2 _ q2 f^Y ^^ 2pq für Wi 

setzt. Dann ist m^ + n^ für p, jp^ + g^ für g zu setzen. 
Man erhält daher die allgemeine Gleichung 

jo ((g + a;)(m« — n*) + b(p^ — g'))' + 4((g + x)mn + bpqy 
((« — a;)(jp' — g') + ^(w* — ^*))^ + 4:((« — ^)P3: + &ww)' 

/ (g + a;)(m' + t^') + 5(p^ + g^) ^ 
\(a — a;) {p^ + q^) + b (w' + n')/ 

_ (p« + qy — (w' + n«)' /-g =;2 

Setzt man m = 2, n= 1, jp = 3, g = 1, so erhält man 

iq (3g + Sb + 3a;)' + 4(2g + 3& + 2a;)' _ / g -f 2& + x y 
• (3& + 8g — 8a;)' -f 4(26 + 3g — 3^ "" \& + 2a — 25/ 
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Die oben zu Anfang dieses Absclinitts vorgeführten Glei- 
chungen sind nach den gemachten Erörterungen leicht zu 
formiren. 

So hat man für die Losung 

(6) X = Ya^ — ab + 6^ 

zunächst die gleichen Quotienten: 

,_v X — a -\- b b X — a x — a + 2& 

^ ^ a X -{- a ~ b b — X x — b -{- 2a 

Aus den ersten drei Quotienten ergiebt sich die Glei- 
chung 2485, da man im Quadrat x — b statt b — x setzen 
kann. Aus 2485 ist 2436 abgeleitet, wie oben angegeben. 
Beide Gleichungen haben die Wurzel a + ^ gemeinsam. Soll 
die neue Gleichung, welche links die Differenzen der Gröfsen 
hat, die Lösung (6) mit der Gleichung 243^ gemeinsam haben, 
so mufs man setzen 

20 jx^a + by- b' (x-ay 
• a^ — ix + a —W "^ \x — b/ 



L. X =: a, 6, Ya^ — a6 + 6^ 

Diese Gleichung ist jedoch vom vierten Grade, während 
die oben vorgeführten nur vom dritten Grade sind. 

Benutzt man in (7) den vierten Quotienten statt des 
dritten, so erhält man die Gleichung 2487. * Aus dieser ist 
dann die Gleichung 2438 formirt. 

Zur Formation von 2439 sind die 1., 2. und 4. Dar- 
stellung von t bei (6) in V., zur Formation von 243iq die 
1., 2. und 3. Darstellung benutzt. Man kann auch 243|o 
aus 2439 hinschreiben. Man entlehnt nur die Ausdrücke 
links; die rechte Seite der Gleichung ergiebt sich dann nach 
den oben gemachten Bemerkungen von selbst. 

Die Gleichungen 243^3 und 243^4 sind aus den Dar- 
stellungen von t bei (8) in V. abgeleitet. 

Zur Bildung der Gleichung 243^1 mufs man von der 
Lösung 

ausgehen. Diese giebt zunächst 

a X 

X b 



\ 



u. s. w. 
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Hieraus durch korr. Add. und nach dem KS. 

a — 2x X — 2b a -{- 2b — Sx 

2a — x~ 2a? — 6 b~+ 2a — Bx 

Aus diesen gleichen Quotienten sind die Gleichungen 243ji 
und 243^2 hinzuschreiben. 

Gleichungen von der aufgestellten Form, in welchen 
links die Differenzen stehen, wie in 243^, 2438 ^' s« w., lassen 
sich auch leicht aus den Gleichungen ableiten, die in XX. 
behandelt sind, welche die Form 

(^) \~b) ^^'-f 

haben. Statt eines Produkts kann man immer die Differenz 
der Quadrate der halben Summe und der halben Differenz 
setzen. So ist 



c^-(^)'-(5^'. 



Daher kann man aus (8) mit Vertauschung der Seiten hin- 
schreiben 



(C -f Ey — (0 — E Y _ (Ay 

(2)4- Fy — CD- FY~ \B/ ' 



{D + Fy — {D — Fy 

Hiernach hat man aus den vorn in XX. angeführten 
Gleichungen 243 — 2432 die folgenden: 

21 (et + 2& — 3xy — {x — a + 2by _ ( a + 2b — Sx y 
(ft + 2a — 3xy — {x — b~+ 2ay ~ \b -\- 2a — 3x) 

L, x = |(a + &), yäb. 

oo 9(2a + b — xy — {b — x^ _ /2 a + b -- x y 
Q(P^xy — (b — xy —\b + x ) 

L. X = tty 6, &. 

oo (2a + 76 — 2xy — 9b^ _ / g + 35 — xy 
{2a + bxy — 9x^ ~\ a + 2x I 

j , a{a + b) 

L. x = a, b, ^^^' ■ 

Umgekehrt kann man aus Gleichungen von der Form 
243^, 243g u. s. w. Gleichungen von der Form (8) bilden, 
wie sie in XX. vorkommen, indem man statt der Differenzen 
der Quadrate Produkte setzt und die Seiten der Gleichung 
vertauscht. Die aus den gerade hier in XXL vorhandenen 

Bardey, zur Formation quadr. Gleich. 24 
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Gleichungen auf die angegebene Weise gebildeten neuen 
Gleichungen haben jedoch wenig Interesse, da auf beiden 
Seiten der Gleichung gleiche Paktoren, erscheinen. 

Man kann die hier behandelte Form der Gleichungen 
auch noch verallgemeinern. Hat man die Quotientengleichung 

so folgt aus derselben nach dem KS. ganz allgemein 

Ol pA^ + qC' _( Am+ GnY 
'^^* p'B^+qD^ \Bm + Dj 

L. 1) AD = BC 

2) 2mn(ÄBp — CDq) = (qm^ — p'^XAD + BG). 

Die Gleichung 24 ist daher immer quadratisch losbar, 
wenn A, JB, C und D lineare Ausdrücke von x sind. Zwei 
Wurzeln der Gleichung sind dann durch die Partialgleichung 
1) oder (9) gegeben. Diese hat man in seinem Belieben, da 
man die Gleichung (9) beliebig wählen kann. Die beiden 
andern Wurzeln sind durch die Gleichung 2) bestimmt. Sind 
A, B, G, D gegeben, so kann man m, w, p, q so bestimmen, 
dafs diese beiden Wurzeln rational werden; doch ist das 
immer sehr umständlich. Viel einfacher und zugleich viel 
interessanter ist es, die Gleichung 24 kubisch zu machen, 
dann hat die Partialgleichung 2) nur noch eine Wurzel und 
diese mufs immer rational sein, wie man die willkürlichen 
Koefficienten m, n, p und q auch annimmt. 

Ist z. B. als Lösung 

1) X = yä^ - ab + ¥ 
gegeben, so hat man zunächst die Quotientengleichung 

(10) ^ + ^-^ i-j-^, 

und daher für 24 die allgemeine Gleichung 

p{x + «—&)* + 3«* /w (a? -\- a — 6) + ti ay 

q{x — « + &)*+ P^^ "~ ^n{x — a + &) + mb) 

Soll die Gleichung kubisch werden, so mufs 

p m* 

q n' 



xxn. {~j =%'-^' 

werden. Setzt man p = m*, q = w^, so hat man 

L. ic = ^^a 1. ^ (öt — 6), l/ö^ — «6 + 6*« 
Setzt man m = 3, « = 2, so erhält man 

'*'*• 4(a; — a + 5)« + 96^ ~ \2a; + 65 — 2a/ 

4a + 9& 
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Nimmt man statt der Gleichung (9) eine der Glei- 
chungen 18 — 28, welche in IV. behandelt sind, so ist auch 
hier die Aufstellung allgemeiner und specieller Gleichungen 
von der hier verlangten Form nach dem angegebenen Ver- 
fahren sehr einfach; man gelangt jedoch meistens zu grofsen 
Zahlen, unförmlichen Gleichungen und unförmlichen Re- 
sultaten. 



xxn. (^ )' _ «' <^ 



»2 



D 



244 l ^ ~ ^ Y — 2a; + 2a — 6 

\x — a) ft* ' 2a; + 2ft — a 

944 /^^ — h -\- x^ a* a; + a -f- 76 

!• \B& — "0"+^/ ~ ¥ * ^"^rr+Ta 

244 / 6g + 6 — a; \^ a* a+176 + ^ 
2- \65-f.a — a;/ ^ 6«* ' 6^170+^ 

L. ^ = ^^|^\ ya^ + 34a& + 6^. 

'^**3* \75 - a + a;/ °^ &« * ft + n« + a; 

a + ' ^ ' 

24* 
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94.4. ( a-h + xy _ ( a + 6 \2 2 ar+4a + 4ft 

T 76a* 4- 127aft + 76&* ,/-t^ 
^- ^ ^ 180(a + &) ' ^'**- 

Auch diese Gleichungen sind leicht aus den Darstellungen 
von t zu bilden, welche zu symmetrischen Gleichungen des 

vierten Grades gehören. Für den konstanten Paktor ~ sind 

die in V. aufgestellten Gleichungen zu benutzen, für andere 
konstante Faktoren die in VI. aufgestellten. Setzt man das 
Quadrat der 3. Darstellung von t bei (6) in V. gleich dem 
Produkt aus der 9. und 10. Darstellung, oder die 3. Dar- 
stellung gleich der 13. Darstellung, so erhält man die Glei- 
chung 2442- Setzt man die 4. Darstellung gleich der 13. Dar- 
stellung, so erhält man die Gleichung 2443 • 

Ebenso ergeben sich aus den Darstellimgen von t bei 
(8) in V. die Gleichungen: 

1 (^ — 3 6 + xy a^ ^ 9a— 76 + Sx 

• \6 — 3ä+ x) 6* ' 96 — 7a 4- 3a; 

j 9a* + 10a6 + 96* 1/0-2 ^ a j. t n^i 

L. ^ = — 3(^+6) — ' y^^ "" ^^^^ + ^* • 

,y /ha — 36 + xy a* 9a — 7 6 + 3a; 

'^' \66"— 30"+ xl 6*^ ' 96 — 7a + 3a: 

In derselben Weise hat man aus den Darstellungen 

von t bei (17) in V: 

« /13a — 36 +^xy _ o* 9 a + 416 + 3a; 
\136 — ^a+'xl ~ ¥ ' 96 + 41a + 3a; 

j 9a* — 110a6 + 96* i/ n 2 1 qo i> 1 ni.g 

^' ^ = s(cr+b) — ' y^^ + 82a6 + 96*. 

. /7a + 36 — ^v2 _ a* 9 a + 416 + 3a; 

• \76 -f 3a - Ic) ~ 6* * 96 + 41a + 3a; 

T ^^* + 10a6 + 96* T/ n 2 I 00 !> I nx.» 
^- ^ = T(a + 6) V K9«' + 82«* + 9&*. 



/ J. \2 a^ C 

XXII. [-j^) =^.-^. 
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Dafs man solche Gleichungen auch direkt aus den zur 
Lösung gehörigen Quotientengleichungen formiren kann, ist 
einleuchtend. So hat man für die Lösung 

X = Ya^ _ a6 + 6« 
die Quotientengleichung 

(1) "' + ?~^ ^-r^ = '^^ (=^ X). 

Dann hat man weiter, indem man aus den beiden ersten 

Quotienten den Faktor -j- aussondert, aus den noch bleibenden 

Quotienten nach Vg. mit Hülfe des KS. zwei neue gleich- 
wertige Quotienten bildet, bei welchen der Nenner des einen 
gleich dem Zähler des andern ist, 

ic + a — h h 



^ = T 



, also 



a X — a + 6 

x(jN ^ a 2a; + 2a — h a ic + a+fc 

^^ T * x + a-fh T ' 2a; + 2& - a ' 

Bildet man daher X^ aus (1) und (2) in geeigneter Weise, 

so erhält man 

f x — b y _ a^ 2x + 2a — b 

\x^a/ 6* * 2a; + 25 — a ' 

d. h. die Gleichung 244. 
Für die Lösung 

hat man 

/Q\ X '■\- a — b 4a Ba — b -\- x ^ -^x 

^^ Ib "" x — a+b ~ bb — a + x ^~ ^' 

und weiter wie bei der vorigen Lösung 

X -\- a — b 45 



Y ^ 

^ = y 



4a X — o + ^ 



, also 



W ^ — ~b' 2(0; +~a"+'^ ~" "fr^ ' x + b + la ' 

Bildet man X^ aus (3) und (4) in geeigneter Weise, 

so erhält man die Gleichung 244^. 

Bei Gleichungen von der Form 2444 und 244ß mufs 

man die Entwickelungen in VL benutzen. So hat man für 

die Lösung 
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nach (14) in VI. mit Vertauschung von a und b zunächst 
'6a-\-b + x 2(a + b) a — b + x 



(5) 



(=X). 



2{a — b) Sa -\- b — X x — a — Bb 

Hieraus weiter nach dem wiederholt angewendeten Verfahren 



a + b 
a — b 



Sa + b + X 

~2{a + b) 



2(a — b) 
3a + b — X 



, also 



(6) 



^ a + ft Bb + a -{- X a + & 4a + ^2>+2a; 

a — b b — a -{- X a — b a -\- Sb -{- x 



Bildet man X^ aus (5) und (6) in geeigneter Weise, 
so erhält man 2444. 



Für die Lösung 

hat man nach Vif.: 
3a; + 2a — 2b 



X =YcLb 



(7) 



4a 



46 — a 

4 a — 6 
4&— a 



Sx — 2a + 26 
3aj + 2a — 2b 



_2a -{-b — Sx 
"" 3a; — a — 26 

46 — a 



4a — 6 



3a; — 2a + 26 



/^s 4a — 6 4a; -f- a -f 46 4a — 6 5a; + 2a + 26 

^^ 46 — a ' B^+ 2a +26 46 — ä * 4a; + 4a + 6 ' 

Aus (7) und (8) ist die Gleichung 2445 hinzuschreiben. 

Bei der Aufstellung der drei letzten Gleichungen war 
es umständlich, nach Vg. mit Hülfe des KS. aus zwei gleichen 
Quotienten zwei neue gleichwertige Quotienten zu bilden, 
bei denen der Nenner des einen gleich dem Zähler des andern 
war. Sind für eine symmetrische Gleichung des vierten 
Grades, welche auf ein r führt, das mit der Lösung identisch 
ist, die Darstellungen von t gegeben, so hat man die Um- 
formung der Quotienten nicht nötig; die gesuchte Gleichung 
ergiebt sich dann von selbst, wie es oben gezeigt ist. 



361. 



XXffl. ^±|-' = {^)\ MquadratiscL 



(a — 2a;)* — (a; — 26)« __ / a + 2 6 — Sx\^ 

\a — 
« + 26 ,/-^ 



(a + 2xY — {x + 26)« 

L. ic = 26 — a, 



26 -\- x) 



XXin. -^,'^^, = (-j^y, biquadratisch. 
^^'^i' (a + 2xy + {x + 2hy ~\3x + a + 25/ 

oßi (a; + q — fe)' — b* _ (x + a — 25 \2 
*'>*2- «2 _ (a: — a + 6)2 ~- Vc + 6 — 2a/ 
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L. a; = 2a ^ 6, 26 — a, Ya^ — ab + 6^ 

^'^^s- 452 _ (^ ^ 5 ^ ^j2 — \^\^_ 35 q: J 

L.x = 2a + b, —(a + 3fc), y^'+ p; 

Diese Gleichungen sind von derselben Form wie die 
Gleichungen in XXI., nur sind die dort vorgeführten vom 
dritten Grade, diese vom vierten Grade. Bei jenen Glei- 
chungen hob sich x^ fort, bei diesen nicht. Die Aufstellung 
dieser Gleichungen ist daher, weil keine besondere Bedingung 
zu erfüllen ist, noch einfacher als die der Gleichungen in 
XXL Man bildet am einfachsten zu einer gegebenen Lösung 
die betreflfenden Quotientengleichungen und schreibt, wie es 
in XXL angegeben ist, die zugehörige Gleichung nach dem 
KS. hin. • 

Soll z. B. die Lösung 

X =yab 
sein, so hat man 

•^ V g X (i •"" X 

^ "^ X b X — b 

Daher nach dem KS., wenn man quadrirt, 
^ a^ — x^ /g — xy 



L. X = a, b, yab. 
rt g* + Ä^ /g — xY 

L. ic = 0, ]/afc. 

Die letzte Gleichung ist kubisch. — Man kann aus (1) 
auch allgemeiner bilden 



a^ + x'^ /ap -{• qxY 

i^ -\- x^ \hqi + px) ' 
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Noch allgemeiner 

(b + nxy'+Xbm + x)* ~ \bq + px) ' 

Die beiden Gleichungen sind vom vierten Grade. Zwei 
Wurzeln sind durch die Lösung gegeben. Scheidet man 
diese beiden Wurzeln aus, so bleibt noch eine vollständige 
quadratische Gleichung, welche zwei irrationale Wurzeln 
liefert Für die Gleichung 3 ist noch zu lösen 

O* - öOC^* + «*) = 2(a - h)pqx. 
Für die Gleichung 4 ist noch zu lösen 

2}\m^+l)(x^+ab) + 2ap\m'\'n)x+2bpq(m^'\'l)x= 
q\n^+l)(x^+ab)'\'2bq^(m + n)x+2apq(n^+l)x. 

Die aus der Quotientengleichung (1) hervorgehenden 
Gleichungen sind nur von geringem Interesse, weil im Zähler 
nur a, im Nenner nur b vorkommt. Man mufs, bevor man 
den KS. zur Bildung von Quotienten benutzt, um aus diesen 
Quotienten Gleichungen von der hier verlangten Form abzu- 
leiten, auf die Gleichung (1) korr. Add. anwenden. Man er- 
hält dadurch leicht 

xj^x a — 2x X — 25 a -\' 2b — 3a; a — 26 — x 

v^^* ä'+~2x ~ x+~2b ~ a — 2b + x ~ iä~+ 2b + Sx ^' ^' ^' 

Die beiden ersten Quotienten sind aus (1) durch korr. Add. 
abgeleitet, die beiden letzten Quotienten aus den beiden 
ersten nach dem KS. 

Zur Formation der Gleichung 361 sind die ersten drei 
Quotienten benutzt, zur Formation der Gleichung 361i die 
ersten beiden und der dritte. Man hätte auch ebenso gut 
setzen können: 



o. 



(a — 2a;)* + {x — 26)* /a + 26 — 3x 



(a + 2xy + {x + 26)* \ a — 26 + a; 



_ / a + 2b — Sx \ 
\ a — 26 4- x) 



2 



L. x=yu^^+Ab^iy^. 

^ (a - 2a;)* — (a ; - 26 )* / x — a + 26 y 

^' (a + 2a;)* ~+~(x + 26)* ~ \3a; + a + 26/ 

L. x = 2b — a, — ^(a + 2&), Yäb, 
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Aus (1) kann man durch korr. Add. und nach dem KS. 
auch bilden: 

g + 2a; a: + 25 a — 25 + a; 

2a + X 2aj + & 2a — 6 — a? ' 

Dann hat man 

„ (a + 2a?)» — (a;+25) ^ _ / x + a — U y 

L. a; = 26 — a, 2a — fc, ]/ä6^ 

^ (a + 2a;)« + (a; + 26)« ^ / a? + a - 25 \2 
(a; + 2a)» + (6 + 2x)* U + ^ — 2a/ 

L. rr = — f (a + fc), "j/äfe! 

Die letzte Gleichung ist kubisch, gehört also genau ge- 
nommen nicht hierher. 

Man kann aus (1) auch allgemein bilden: 

a — nx X — bn a '^- bn — (w + l)x 

" - ■ — - - — — — SSSS ■ ^SSb — — ■ T — ^ ■ ■ • 

an — X nx — b b '\- an — {n -{- l)x 

Dann hat man 

q (a — nxY — {x — bny /a + 5n — (w + l)a;\2 

(an — xy — {nx — by \6 + aw — (« -{- l)x/ 

T a -\- bn b 4- an ^/—t~ 

in (^ "" ''*^*)* + (^ — ^^)^ /a + 5n — (n + l)aj\2 

(an — xY + (wa; — by \6 + an — (n + l)a;/ 

y (a + &)w ,/— iT 

n^ + 1 ' ^ 

Die letzte Gleichung ist kubisch. 

Man kann in der Verallgemeinerung noch weiter gehen, 
ohne die Auflösung wesentlich zu erschweren. Man kann 
aus (1) auch bilden: 

am — nx mx — bn am -^ bn — (w + n)x 
ap — qx px — bq «P + ^2 ~ (P + ^)^ 

Dann hat man: 

^ I (am — nxy — (mx — bny /am + 5w ~ (w -f- n)xY 

(ap — qxy — (px^bqy \ap '\-bq — (p -{- q)x/ 

m-j- n ' P -r2 



(ap — qxy + Cpa; — 6gf)* \ap -^ bq — (p + g)a; / 

Zwei Wurzeln dieser Gleichung sind durch die Losung 
gegeben, von der wir ausgegangen sind. Die beiden andern 
sind irrational. Man erhält für diese 



(a — &)(mg + *^ P) + V (^ — ^)' (w g — np)* + 4(amp — 6ng)* 

2(n3[ — mp) 

Die beiden letzten Wurzeln werden scheinbar rational, 
wenn man mq = np setzt. Dann hat aber die Gleichung 
keinen Sinn; sie wird identisch. Die Wurzeln werden auch 
rational, wenn man mp = nq setzt. Dann wird jedoch eine 
Wurzel = oo, oder die Gleichung ist nicht mehr vom 4. Grade. 
Setzt man z. B. j) = w, q = m, so erhält man 

I .» («w» — »'a;)" + {mx — 6n)* /am + &♦» — (»» + n)xY 

* (ttii — mxy + C**^ — ^^0' ^o** + 5m ~ (m + n)a:/ 

mr + n* ' '^ 
Setzt man a = 9, fc = 4, m = a, n = fc, so giebt das 

- - (U « - hxY + (a a;-4&)» ^ / 9 a + 46 — (a+&)a;\2 
**• (96-aa;)*-f (ÖÄ— 4a)* \ 9ö + 4a— (a-f &)aj/ 

L a;= ^^""-^ +6 

a' + 0* ' — 
Für die Losung 

hat man die Quotientengleichung 

X -\- a— h h a — 26 + a; 

a oj— + 6 2a — 6 — a: 

Hieraus ergiebt sich nach dem oft angewendeten Verfahren 
die Gleichung 36 lg. 
Für die Lösung 



hat man 

a + 5 — X a 2a + 6 — o; 

25 a -^ h '\- X a + 3& + a; 

Hieraus ergiebt äich die Gleichung 36I3. 



u. s. w. 
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Auch auf vollständige quadratische Gleichungen läfst 
sich dies Verfahren leicht anwenden. Man hat z. B. für die 
vollständige quadratische Gleichung 

x^ — (« + V)x (a -\- b)x -f- afc == 0, 
deren Wurzeln 

Xi ^^^ Cby Xa ^^ 

sind, die Quotientengleichung 

a -{- h — X a 

b X 

und daher durch korr. Add. und nach dem KS. 

a — h — X a — 2x 2a — h — Sx 

a — 36 — X a — 4cX 2a — 36 — 6x 

Hieraus folgt: 

-. {x — a + by + {2x — ay _ / Sx ~ 2a + b V 
^^' {x — a + 36)^+ {4:x — ay ~ \6x -2a + 3b) 

T I 4a — 36 
L. X = a, 0, 

Ift (^ — « + ft)' — (2a; — g )' _ / 3a; - 2a + 6 y 
• (x — a + Sby ~ (4a; — af' ~ \ öa; — 2a +~36 / 

T , 2a — 6 2a — 86 
L. X = a, &, -— , ^ 



u. s. w. 



XXIV. ^^^ ^ — = y p~ 7 kubisch und biqnadratisch. 



362. 



y3a+ X + yW x + a 

Ysb + X + ysx~+b ^ y b + 



~ V b + x 



L. X ==0j yäb. 



^A9 1/3 a + X + ysx + a -j /o — x 

** ysb+x + 1/3 ä;~+ 6 ^ y b — X 

L. ic = 0, a, &. 



o/»2 ]/3a + rc — YZx + « __ 1 /«Ltt.^ 
^' 1/36 + a; — y3a; + 6 "" r 6 + a;' 

L. wie in 362. 
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3685. 



oijo y a? — g + 6 — y2ä" -i/ a; + 3a + & 

^* l/a; — a ~ 6~ — y26" "~ r a: — a + 6 

L. o; = ^^^\ }/a2 + 6a& + h\ 

362 . y^ + <^ -j^fe + y&" ^ i/?^^z 

** yÄ^a^="6^+ yä ^^ ^ ~ & 

ya? — g +^~+ y& " ^^ -i /a; — g + 26 
|/a; 4.0— & + yg ~ K a; — fe + 2a 

L. ic = a + &; }^^^ — afe + 6^ 

362 y^ + ^ + a; + yg~ ^^ -i/2 g + 6 " + a; 
^' yg + 6 — a; + y2T K 36 + g — a; 

]/ä+ 66 + a; 4-y6& -| /g + 11 &"+^ 

L. a; = 0, |/(a-&)(a+ 116). 

Vo — 2x + V'Zfc — « -1 /a + 26 — 3« 



362 



362g. 



6 X 1 /^ 

g — a; ^^^ ^ 



1/6 — 2a; + y2g — x r 6 + 2g — 3a; 



rt^rt Va — 2x + y2b — X -t /x — g + 26 

^* y6 — 2a; + y2a — x ~ V x — b + 2a 

L, X = |(a + &), a — 2&, b — 2a. 



362 



y7a — 96 + 3a; + ysa + 36 ~ a; 7 /5a— 36 + a; 



10« 



V 56 



y7'6 — 9a + 3a; + y3a + 36 — a; r 56 — 3g + a; 

L. x = 3(a + 6), }/9a2— 14a6 + 96l 



— 36 



0^2 y7a — 96 + 3a; — y3a + 36 — a; -i /x + g 

1^* y75 _- 9a + 3a; ~ y3g + 36— ~är ~ K a; + 6 — 3g 

L. ic = 3(a + 6), 3a — 6, 36 — a. 



362 y2a + a; + ya + 6 ^ -1 /a; + a 
^^* V2a — a; + y2 (a - b) V x - 



L. a; = 6 - a, 2fc, l/2(a2 ^ j2)^ 



XXIV. -— y= = 1/ — ^ kubisch und biquadratisch. 



yc + yj) 



Vx + a -{- b + y2a -i /b — a + x 



362 . V^ + « + ft + V^(^ ^ -j / 



Yx—a — b + y^b V3b + a — x 



L. x = a — b, a + 3fc, Ya^-^Gab + b^ 

Gleichungen der vorstehenden Art lassen sich, wie die in 
den beiden vorhergehenden Abschnitten vorkommenden Glei- 
chungen, aus den Darstellungen von ty welche zu symmetri- 
schen Gleichungen des 4. Grades gehören, oder einfacher 
direkt aus Quotientengleichungen ableiten, welche aus der 
durch die Lösung gegebenen Gleichung gebildet sind. 

So folgt aus den Darstellungen von t bei (11) in I. nach 
dem KS., indem man x statt r setzt. 



I yAx + 56 -f y4a + 36 1/ + 2b + x 

* yi^~^6b + yicT^Sb ~ y a-'2b + x 



Die Gleichung ist kubisch, weil sich, wie man leicht 
erkennt, die hö.chste Potenz von x fortheben mufs. — Setzt 
man links die Differenzen der Wurzeln statt der Summen, 
so ändert sich die Lösung nicht, obgleich es nach (11) in I. 
dann eigentlich 

yia- 3b - yix"^^b statt V^x — bb — }/4a — 36 

heifsen sollte. Dies macht jedoch keinen Unterschied, da die 
Wurzel rechts in der Gleichung 1 auch negativ sein kann. 

Zur Formirung der Gleichung sind die 1., 3. und 4. Dar- 
stellung bei (11) in L benutzt. Benutzt man die 2. Dar- 
stellung statt der 1. Darstellung, so mufs die Gleichung vom 
4. Grade werden, es kann sich x^ nicht fortheben. Man erhält 



2 y4.x + 66 + ]/4a + 36 ^ -i / 
* V^x — bb 4- l/4a — 36 ^ 



b — 2a -{- 2x 



y^x - 56 + y4a — 36 V b + 2a — 2x 

L. a; = -^^,y^M^^. 

In allen oben vorgeführten und in den hier aufgestellten 
Gleichungen stehen rechts im Radikanden die Summen oder 
Differenzen der links stehenden Radikanden, genau oder bis 



XXIV. --- -." ■- -- = 1/ ^ , kubisch und biqaadratdscb. 
yC +yD VF' 

auf einen gleichen Faktor, der sich forthebt. So hat man 
für die Gleichung 1: 

(4a; + 5&) +' (4a + 3b) = 4(a + 26 + a;) 
(4a; — 56) + (4a — 36) = 4(a - 26 + x). 

Fflr die Gleichung 2 hat man ebenso: 

(4a; + 56) - (4a + 36) = 2(6 — 2a + 2a;) 
(4a — 36) — (4a; — 56) = 2(2a + 6 — 2a;). 

Geht man daher von der Qnotientengleichung 

(1) -^ = ^ 
^^ G D 

aus, so haben die oben stehenden Gleichungen die Form 



T V ^ ± V^ iM + B 

VC-\-VD V g+d 



= 1/ -■-* 
VC ±Yd ~ 

^- ^) B' = ^ ' 2) B" = "C ■ 



Oder sie haben die Form 



„ YÄ±yB __-i/ Ä-B 

Vö±Vd~ V g-d 

L. 1)^ = :B, 2)(7=D, 3)4 = -^. 

Hätte man rechts im Badikanden D — C statt C — Dj 
so hätte man folgende Partialgleichnngen erhalten: 

l)^ = B,2)C=D, 3)4 = 1^. 

Die Gleichungen I und II geben also immer Gleichungen, 
deren Auflösung einfach ist, da sie sich leicht zerlegen lassen. 
Ob sie kubisch oder biquadratisch werden, läfst sich aus den 
Partialgleichnngen leicht ersehen. 

Man kann aus (1) auch ganz allgemein bilden 



♦Mi/rT J- -Ml/7) Y Cp -{- Bq 



mYc'+nyD V Cp + Dq 

Eine Lösung dieser Gleichung ist immer durch die Gleichung (1) 
gegeben. Im allgemeinen ist jedoch die Gleichung III vom 
6. Grade. Scheidet man den Faktor ÄD — BG aus, der 



XXIV. —^.11^ ^7^^= 1/ T1 , kubisch und biquadratisch. 

wegen der Gleichung (1) in derselben enthalten sein mufs, 
so bleibt immer noch eine Gleichung vom vierten Grade zu 
lösen übrig. Die in III enthaltenen speciellen Gleichungen 
werden daher für unsere Zwecke wenig Interesse darbieten. 
Um speciell auf die Bildung der oben vorangestellten 
Gleichungen einzugehen, «o hat man für die Lösung 

X = Yab 
zunächst die Quotientengleichung 



a X 



(2) i = 
und hieraus nach dem ES. 

W :^+T "" 3a; +5 ~ x+ 36 "" x — h "' ^' ^• 

^s den drei ersten Quotienten lassen sich nach dem 
ES. sofort die Gleichungen 362 und 3622 hinschreiben. Bei 
3622 sollte es im Nenner links eigentlich 



y^x + 6 — yU + X 

heifsen; da jedoch das Zeichen der Quadratwurzel rechts auch 
negativ sein kann, so macht das, wie schon oben bemerkt, 
keinen Unterschied. 

Mit Benutzung der drei letzten Quotienten in (3) er- 
hält man 



3. 



y^a + a; + y« + 3a; 'l/^ — ^ 

y^x + h +y^+ 36 ~ V x-h 

L. X = a, i, Yab. 



Die Gleichung ist vom 4. Grade, da sich die höchste 
Potenz von x nicht forthebt. Es ist nicht 



yx + yzx 1 /— a; 

yzx +yx \ ^ 

Die Gleichung 362^ ist aus der Gleichung 362 abgeleitet. 
Die linke Seite ist geblieben; aber rechts stehen im Radi- 
kanden statt der Summen die Differenzen der Radikanden 
links. Die Gleichungen 362 und 362^ haben nur die Wurzel 
gemeinsam. Die Gleichung 362^ läfst sich nicht aus den 



{ 
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Quotientengleichungen (2) und (3) ableiten. Auch läfst sie 
sich nicht wohl ableiten aus Quotientengleichungen, welche aus 
der quadratischen Gleichung 

x^ — ia^ h)x + afc = 

formirt sind, obgleich diese die Wurzeln a und 6 mit der- 
selben gemeinsam hat. Man mufs hier, wenn man überhaupt 
eine Quotientengleichung zum Grunde legen will, von der 
Gleichung 

w 1 = ^ 

ausgehen, welche durch Vertauschung der Nenner aus (2) 
entsteht. Der Gleichung (4) wird genügt durch x = 0. Dann 
hat man nach dem KS. 

/R\ 3a + a; a-\-^x a — x 

^^ U + x ~ h+^x "^ T^x ' 

Hieraus ist die Gleichung 362^ hinzuschreiben. 

Aus der Gleichung (2) folgt durch korr. Add. und nach 
dem KS. auch 

x-^x cr—2x 26 — X a + 25 — Sx 

^ ^ 2a — X h — 2x 5 + 2a — ~3ic 

Hieraus ist 3628 hinzuschreiben. 
Für die Lösung 

x = ya^'\'6ab'\'b^ 
hat man 

x^ = (a + bf + 4ab 

n^ ^ + ^ + ^ 2a a; + 3a + & b — a + a; 

^ ^ 25 X — a — b X — a -{- b 36 + a — x 

Aus den drei ersten Quotienten ist 362^, aus den beiden 
ersten und dem vierten 362^3 hinzuschreiben. 
Für die Lösung 

hat man 

X — a -\' b b X — a + 25 x — a 



(8) 



a X '\- a — b X — 5 + 2a b — x 



XXIV. ^4jt^ = "j/^ , kubisch und biquadratisch. ^^^ 

Aus den drei ersten Quotienten ist 3625 hinzuschreiben. — 
Aus den beiden ersten und dem vierten erhält, man 



4. 









a: 



L. x = a, i, Ya^ — afc + ^^• 

Die Gleichung ist vom 4. Grade. — Die Gleichung 3625 
ist aus 3624 gebildet, indem rechts als Radikanden die Diflfe- 
renzen der Radikanden links genommen sind; oder sie kann 
aus der Gleichung 4 abgeleitet werden, indem man links im 
Nenner die Summanden umgestellt denkt und dann die DiflFe- 
renzen der Radikanden bildet. — Die Gleichung 4 hat mit 
der Gleichung 3624 die beiden Wurzeln a und b gemeinsam. 

Aus der Lösung 

hat man 

^^ ~2b ~~ a-\-b — X ~ ~ä+ Sb —'x ' 

Hieraus ist die Gleichung 362^ hinzuschreiben. 
Um die Gleichung 362^ zu bilden, hat man 

a;2 = a^ + lOah - IW = (a + 56)« — 366^ 

/iri\ a 4- bb 4- X 66 a 4- Hb + x 

(10) -g-^ = --^ ^^ __ = -_^_^__ u. s. w. 

Die Gleichung 3629 ist nicht direkt aus einer Quotienten- 
gleichung gebildet, sondern aus der Gleichung 3628 nach dem 
schon mehrfach angewendeten Verfahren. Man hätte aus 3628 
auch bilden können 



^ Ya — 2x -{- y^b — X -i/2b — a + x 

y^a — x+ Yb~— 2x "" ^ b--2a — x 

L. X = a — 2b, b — 2a, Yäb, 
Diese Gleichung ist jedoch vom 4. Grade. 

Die Gleichung 362^0 ^^^ direkt aus der 5., 6. und 4. Dar- 
stellung von t bei (8) in V. hingeschrieben. Dann ist 362ii 
aus 362,0 nach dem wiederholt angewendeten Verfahren ge- 
bildet. Ob links die Summen oder die DifiFerenzen der Quadrat- 
wurzeln stehen, hat auf die Lösung der Gleichung keinen 
Einflufs. 

Bardcy, zur Formation quadr. Gleioh. 25 



^^^ XXIV. y^ + y^ = ]/:^_ kubisch und biquadratisch. 

Die Gleichung 362i2 ist wahrscheinlich ebenfalls aus 
Darstellungen »von t hingeschrieben, welche zu symmetrischen 
Gleichungen des 4. Grades gehören, läfst sich jedoch auch 
leicht direkt bilden. Man hat 

x^ = 2(a^ + b^) = 4a2 — 2(a^ — b^) 

4a2- x^^2(a^ — b^), also 

(11) —. — '—TT = -^ — ' = ' ^j- - u. s. w. 

^ ^ 2(a — h) 2 a — x x — 2 b 

Auch aus Quotientengleichungen, wie sie in IV. behan- 
delt sind, lassen sich leicht Gleichungen von der hier ver- 
langten Form ableiten. So kann man nach den oben bei (1) 
gemachten allgemeinen Bemerkungen über die Aufstellung 
der Gleichungen von der hier verlangten Form aus den vorn 
in IV. unter 18 und 23 aufgeführten Gleichungen sofort 
hinschreiben: 



ß y^; + g + 2& + y& — 2a + 2x -j / 36 — a + Sx 

yx + a — 21) + yh + 2a — 2x ~ ^ Sa — b — x 



L. X = ya^+b\ i(3a + y2bb^ - IGa^). 



„ Y x + a + 26 + y6 — 2a + 2 a? -| /3a + & — a; 

yx + a — 2b + ]/ft + 2a — 2a; ~ V Sx— a— Sb 



L. x = 3a + b, i(a + 3&), j/^^ + b\ 

r, ys x + 3a— 2& + Va; — g + 25" -i/ 2a? + a 

l/ä/K — .Sa -I- 2Ä -I- l//r -I- rt — 9h V 2x — a 



ySa; — 3a + 25 + ya; + a — 26 



L. a; = 0, ya{a — 6). 



q y^x + 3a — 26 + j/a; — a + 2 6 -i/2a — 2b + x 

V^x — fia -A- 2h 4- l/a: -4- a — 9Ä f 2a — 26 — a; 



10. 



ySx — Sa + 26 + yS~+ a — 26 

L. a; = + 2(a — 6), j/^^^ITj); 

y3a; + 3a — 26 + Yx — a + 2b _ "I A + 2a ^^26 

o^— 26 f^ ^ 



ysa; — 3a + 26 + ya; + a — 26 f a; — 2a + 26 

L. a; = 0, + 2(a — 6). 

Auch die in V. und VI. behandelten Gleichungen [29— 32ii] 
können als einfache Quotientengleichungen angesehen und zur 
Formation von Gleichungen der hier verlangten Art benutzt 



XXV. -7r3ZL~f)]i = (^) y fünften Grades. 

werden. Sie sind immer quadratisch lösbar. Aber die Summen 
und Differenzen der Radikanden werden lang und daher wird 
das rechts stehende Glied und mit diesem die gan^e Gleichung 
unförmlich. 



3 y— 



fünften Grades. 






L. ic = a, &, a + fc, Yg/^ — ab -{- b\ 

oßo (a~ 2a;)« + (2a— a?)» _ ( a — x y 
^^^i* (p _ 2a:)3 4- (25 - a;)3 "" V 6 — a; / 

L. X == Oy a, 6, ]/afc. 

^^^2- (2a; _ 5)3 -(2a — .r)^ ~ V 5~+~2ä - Sx 1 

T a+25 2a +5 „^ , ,v tZ-v" 



3 ' 3 



^^^^3* (4a; + 5a)3'+ (45 + 3a)8" ~\a; + 2a + 5/ 



L. ic = |&, 2a — fc, — (2a + &, ya2+ 6^ 

oß« ( 2a; + a — 25)« — (g -f 5 — a;)» _ / a; — 5 y 
^^ ^* (2a; + 5 — 2a)3 — (a + 5 - a;)» ~\x-a) 



L. ic = a, fc, a + &, |/a^ — a6 + ^^• 

3 3 3 

^Ai. K3a — a; — y3a;— 5 -i/3a-f& — 4a; 

3— 3 Y 35 + a — 4a; 

ySb ^ x — ysx— a ^ 

j 3a + 5 a + 35 S . , ,v -,/ r 

g 3 g 

^ßi. K 2 a; + a — 25 - ya + 5 — a; -i/x — 5 

f 25~+ 5"^^ä — f^a + &~~ X y x — a 

L. Ä = a, 6, a + 6, ]/a^ — a6 + i^^- 

25* 



^^^ XXV. -^ 



aHröä = ^"2.^7 ; fünften Grades. 



C + 



'ia± V^x — 5a"+ [^4:b — S a -t/x — 2a + ö 

y4x- + 5a + f46 + 3a ^ -r ^" T «^ 



L. ic = |&, 2a - &, - (2a + &), Va^ + i^ 

Alle hier vorgeführten Gleichungen sind vom 5. Grade. 
Sie würden vom 6. Grade sein, wenn sich die höchste Potenz 
von X nicht überall forthöbe. Aufzulösen würden die Glei- 
chungen auch dann noch leicht sein, wenn sich x^ nicht 
forthöbe. Aber man würde es nicht gut verhindern können, 
dafs zwei von den sechs Wurzeln, welche die Gleichungen 
dann hätten, die aus einer quadratischen Gleichung folgten, 
recht unzierlich wären. Hebt sich x^ fort, so verwandelt sich 
die betreffende quadratische Gleichung in eine einfache, die 
dann nur eine rationale Wurzel haben kann. 

Diese Gleichungen unterscheiden sich von den in XXI., 
XXIII. und XXIV. behandelten Gleichungen fast nur dadurch, 
dafs Kuben statt der Quadrate und Kubikwurzeln statt der 
Quadratwurzeln stehen. Sie sind aus denselben Quotienten- 
gleichungen abgeleitet. Bei den in den früheren Abschnitten 
vorkommenden ähnlichen Gleichungen war es nicht notwen- 
dig, dafs die Gröfsen rechts, je nachdem links Summen oder 
Differenzen standen, entsprechend durch Addition und Sub- 
traktion gebildet waren. Legt man die Quotientengleichung 

(1) A = Z 

^^^ C D 

zum Grunde, so ist nach den früheren Abschnitten daraus 
einerseits gebildet: 

A ^ + B ' ^ M + -B y YÄ+yB_ i/^+TB 
o'-i+7>^' \c+/>/ yö+Yd^ V c'+'n' 

^3 _ B' _ ( Ä- B y Vä — VB ^ -i/4--_J5_ 

c''- ip '~~\c — n) y~c -Yd ~ y ^- ^ ' 

Andrerseits auch: 



-ö=ä+i>'i —\c-ij/ yg'+ Vb "" r a-D 



XXV. \ [ =1/4,, fünften Grades. 

VC + yn 

Bei den Kuben und Kubikwurzeln müssen die Zeichen 
links und rechts korrespondiren. Mau kann aus (1) allgemein 
bilden: 






+ IP \C + 
L. 1) Ä + B=0, 2) C+D=(\ 3) ^=-^ , 4)^ =[^ 



TT ^' ~ij?l — /Ar" ^ V 



L. l)Ä-li=0, 2) C-D = 0, 3)^ =^;, 4)^=[^ 



3- - . 3,_ :j 



TTT YÄ+yj^^ ]M + ^^ 

]/G +yD ^ ^ -t- ^^ 



L. wie bei I. 

3/ . 3,_ 3 



L. wie bei II. 

Die Gleichung 363 ist aus (8) in XXIV. hinzuschreiben, 
nur sind in den Nennern die Zeichen vertauscht. 
Aus der Quotientengleichung 

a X 

X h 
hat man 

a — 2a; 2a — x a — x 

X — '21 2x — b X — 5 ' 

also auch 

a — 2x 2a — x a — x 



2b — X b — 2x b — X 

Hieraus ist 363^ hinzuschreiben. 

Die Gleichung 303^ ist aus (6) in XXIV. hinzuschreiben. 

Aus den Darstellungen von t bei (11) in I. hat man, 
wenn man x statt r setzt, a und b vertauscht und die Quo- 
tienten umkehrt, 

4a; — 5a 45 — 3a a; — 2a -f ^ 

46 + 3a 4a; + öa a; + 2a -f 6 ' 



XXV. 1^-^-^ Y" ="{/ Zj fünften Grades. 

yc + yn 

Hieraus sind die Gleichungen 3683 und 3642 direkt hinzu- 
schreiben. 

Für die Lösung 

hat man 

X -\- a — h a 



b X — a -\- h 

Daher nach dem KS. auch 

20; + « — 25 a -\- h — X x 



a -{- h — X 2a; — 2a + & a — x 

Hieraus ergeben sich die Gleichungen 3634 ^^^ 364i. 

Für die Lösung 

X = Yab 
hat man 

a X 

X b 

und daher durch korr. Add. und nach dem KS. auch 

3a — X Sx — h Sa -{- h — 4ic 

Sx — a 3b — X 4:X — a — '6b 

Hieraus ergiebt sich die Gleichung 364. 



^♦» 



Druckfehler. 

S. 54 Nr. 79 lies — 20a;)* statt — 20 aj) 

„ 88 Nr. 7 lies — b — r statt — b + r 

„ 94 lies 40., 41., 42., 43. bezw. statt 41., 42., 43., 44. 

„ 97 Z. 1 lies 44 statt 43; Z. 19 lies 1) statt (1) 

„ 141 Z. 4 1. Hieraus st. Hiermit; Z. 6 1. b)n st. bn); Nr. 25 1. - 5b+ix 

„ 176 Z. 10 V. u. 1. konstanten Faktor st. Fall; Z. 5 v. u. fehlt (62i) 

„ 305 Z. S l 2{Ä + B) = C + D; Z. 12 1. rechts l/— 

„ 325 oben 1. + YB st. — yU; Z. 10 v. u. 1. 318 st. 218 

„ 350 Nr. 15 1. rechts a -}- b st x -{- b 

„ 370 Z. 10 1. pn* st. p^ 

„ 376 Nr. 6 1. — (03 st. + (a;; a — 2b st. 2b — a 

„ 379 Z. 4 ist (a + ^)^ einmal zu streichen 

„ 380 Nr. 362^ 1. oben — a st. + a. 



Verlag Yon B. G. Teubner in Leipzig, 



Klempt, D. Ang., Realschullehrer in Rostock, Lehrbuch zur Ein- 
führung in die moderne Algebra. Mit einigen hundert Bei- 
spielen. (XII u. 260 S.) gr. 8. 1880. geh. n. A ^,— 

Infolge der immer mehr hervortretenden Bedeutung der modernen Algebra für die 
mathematischen Dissiplinen einerseits und des steten Wachstums derselben andererseits ist es 
für den Studierenden notwendig geworden, sich möglichst bald mit den wichtigsten Prinzipien 
jenes Zweiges der Mathematik vertraut zu machen, ja es ist sogar wünschenswert, dafs dem 
Studierenden bereits in den ersten Semestern Gelegenheit geboten werde, die Hauptsätze und 
die vorzüglichsten Denkoperationen der modernen Algebra kennen zu lernen, um duuu mit 
besserem Verständnis an die übrigen Disziplinen zu gehen. 

Nun sind freilich die Lehren der neuern Algebra teils in den Yorlesungeu von Salmon, 
teils in den Elementen der neueren Geometrie von Fiedler, teils in der Theorie der binären 
Formen von Clebsoh, teils in der Th6orie des formes binaires von Bruno in eleganter und 
meisterhafter Art dargestellt, aber es steht wohl erfahruugmäfuig fest, dafs diese Lehrbücher 
nicht geeignet sind, den Anfänger, der eben die Schule verlassen hat, einzuführen, weil sie 
Kenntnisse voraussetzen, die diese nicht besitzen, weil sie sich in Denkoperationen bewegen, 
worin diese nicht geübt sind. 

Die vorliegende Arbeit beabsichtigt nun, diesem Mangel abzuhelfen Sie ist so gehalten, 
dafs sie von jedem begabteren Primaner, um so mehr von jedem Studenten verstanden werden 
kann, indem dieselbe aus der Algebra nur die Gleichungen ersten und zweiten Grades mit 
einer Unbekannten, aus der Trigonometrie die goniometrischen Grundformeln als bekannt 
voraussetzt und so viel Übung im Bechnen mit Buchstaben gröfsen verlaugt, als man wohl 
allgemein findet. Mit dieser Grundlage soll der Leser in die schönen Untersuchungen der 
genialen Schöpfer eingeführt werden. Dem entsprechend haben wir die vorliegende Schrift 
nicht als Handbuch, nicht als Grundzüge, sondern als ein Lehrbuch zur Einführung in die 
moderne Algebra bezeichnet; und dem entsprechend hatten wir stets zwei Punkte im Auge, 
erstens den Leser mit den Hauptproblemen bekannt zu machen oder ihn an dieselben heran- 
zuführen, und sweitens, dem Studierendzn hinlängliche Übung in den ihm fremden Denk- 
operationen zu bieten. Aus dem letzten Grunde gaben wir für manche Sätze mehrere Beweise 
und fügten einige 100 Aufgaben hinzu. Bei der Auswahl dieser Beispiele waren wir bestrebt, 
solches Übungsmaterial herbeizuschaffen, welches für manche andre Disziplinen, z. B. die Geo- 
metrie, von Bedeutung ist. Hierdurch werden viele Formeln und Ausdrücke alte Bekannte des 
Studierenden, hierdurch gewöhnt er sich daran, Probleme von verschiedenen Gesichtspunkten 
aus anaugreifen. 

MattMessen, Dr. Ludwig, ord. Professor der Physik an der Universität 
zu Rostock, Grundzüge der antiken und modernen Algebra 
der Utteralen Gleichungen. (XVI u. 1001 S.) gr. 8. 1878. geh. 

n. A 20.— 

Dieses Werk kann in mehrfacher Beziehung als eine Neubearbeitung und voUständige 
Ausgabe der im Jahre 1866 in demselben Verlage erschienenen kleinen Schrift : „Die algebraischen 
Methoden der Auflösung der litteralen quadratischen, cubischen und biquadratischeii Gleichungen" 
angesehen werden. Dasselbe liefert in seinem jetzigen Umfange einen vollständigen Abrifs der 
Theorie iind Geschichte der algebraischen Gleichungen, speziell der Gleichungen der ersten 
vier Grade. Bei dem reichhaltigen Stoffe, welchen das Werk nicht sowohl den Algobraisteu 
von Studium und Fach, als insbesondere dem Historiker darbietet, fohlt hier der Baum, eine 
Detaillierung des gesamten Inhaltes zu geben; wir beschränken uns darauf, Inhalt und An- 
ordnung der Hauptabschnitte summarisch anzudeuten. Zum allgemeinen Verständnis der 
Tendenz des Werlüs mufs vorweg bemerkt worden, dafs durchaus und selbst in denjenigen 
Partieen des Werkes, in welchen die Kusultate der Forschungen der soKcnanuten modernen Algebra, 
von He«8e und Aronhold begründet, von (!ayloy, Salmon und Clcbsch zur vollstündigon Theorie 
ausgebildet, die gebührende BerUcksichtigiing finden, immer das Hauptproblem der antiken 
Algebra in den Vordergrund gestellt worden ist, nämlicli diejenigen Werte der Variabelu zu 
bestimmen, welche einer gegebenen Funktion den Wert Null geben. Denn bekanntlich haben 
es die Untersnohongen der sogenannten moderneu Algebra im strengen Sinne dieser Disziplin 
nur selten mit Gleichungen zu thuu und werden die Methoden ihrer Aufiüsung nur nebensächlich 
behandelt; vielmehr ist der Hauptgegonstaud dieses neuen Zweiges der algebraischen Analysis 
die Entdeckung deijenigen Eigenschaften einer binären Form, welche insbesondere durch 
lineare Transformationen unveränderlich bleiben, deren genaue Kenntnis aber für ein tieferes 
Studium der Theorie der algebraischen Gleichungen in ihrer gegenwärtigen Ausbildung uner* 
liblioh ist. 



Was Inhalt und Anordnung des in acht Kapitel zergliederten Werkes anbetrifft 
so enthält , 

der erste Abschnitt eine Darstellung der allgemeinen Eigenschaften der Gloicliungen 
mit einer Unbekannten und der Gayleyschen binären Formen; 

der zweite Abschnitt die Lehre von den verschiedenen Transformationen und den 
symmetrischen Funktionen der Wurzeln, sowie die Darstellungsmethoden der Varianten, 
Bctrovarianten, Geminanten und Diskriminanten ; 

der dritte Abschnitt die direkte Auflösung der partikulären Gleichungen; 

der vierte Abschnitt ist dem Hauptgegenstande des Werkes gewidmet, nämlich einer 
systematischen Darstellung aller seit den ältesten Zeiten entdeckten Methoden der direkten 
Auflösung der Gleichungen der ersten vier Grade bei Anwendung der Substitution und der 
Beducenten, untermischt mit historischen Durchblicken auf die Entwicklung der Disziplin und 
unter steter Hervorhebung des gemeinsamen die Methoden innerlich mit einander verknüpfenden 
Prinzips. In diesem Kapitel finden selbstverständlich die Erfindungen der modernen Algebraisten 
in ausführlicher Weise ihre Berücksichtigung. 

In den folgenden drei Abschnitten sind dann die Methoden der Wurzeltypen oder die 
Kombinationsmethoden, sowie die goniometrischen und geometrischen Methoden der Auflösung 
der Gleichungen in entsprechender teils systematischer, teils historischer Anordnung entwickelt. 
Welch einer maimigfaltigen Behandlxmg die Algebra der Gleichungen fähig ist, mag ans dem 
Umstände entnommen werden, dafs in den letzterwähnten vier Abschnitten weit über zwei 
Genturien von Methoden ihrer Auflösung beschrieben werden. 

Das Werk schliefst mit dem achten Abschnitte, welcher ein chronologisch geordnetes 
Verzeichnis aller auf diesem Gebiete seit den ältesten Zeiten erschienenen Werke und Ab- 
handlungen enthält, die die Theorie der Gleichungen in irgend einer Beziehung bereichert 
haben. Diese Gesamtlitteratur , von welcher grundsätzlich alle Handbücher der Algebra aus- 
geschlossen sind, umfafst allein einen Baum von über zwei Druckbogen, indem aufser den 
Schriften, welche sich auf die litteralen Gleichungen der ersten vier Grade sowie auf die 
partikulären Gleichungen beziehen, auch noch in zwei besonderen Abteilungen die Schriften 
über die Behandlung der numerischen sowie die Gleichungen fünften Grades aufgeführt sind. 



Btiitft worbcii- &IKX uicittren eiiivfi'l)Iima bcbovf c^j ioDl)t iüd)t. — ■ 
Bin 'JtU'^juji iti bäiiijctici* 'St)rnd)c ift njcijieiten. Sine italtent{c^fl 
KbcrFtguiifi micb DDtkrciti't. H 

fcariici), ür. ^ntp, JlicfiiUatc ^n ber SUifgnbenforamUmm 

■ gr. 8. gel). Ji 1.— ^ 
H ^jcfc iücfuliitte liiib ittc^t im !Siicf)^aiibeI eifc^iencn ; {ie fünneiS 
Bnr tion legiliiuieiteii !üd)recn birctt ucm ber S^cringiJ^ciubtiitis gi'lje^l 
Kinfenbimg »oii 1 ^ tciDgeii luctbeu. fl 

■ ?Irit()itietiie^e?(uf([aben ticbftgcfirbudibcr SlritfiM 

I metif, üoi'äiig^tticiie für f)öf)crc Sürgerf^ulen, ^tealji^uIciM 

■ ^fogi)iuualieii mib 'i).*rDrentgqmnofien. dritte Stuflag« 
I X lt. 268 S. $tciö ./^ 2.— ^ 
H a)a§ Sud) ift, Wie bie ffltncnnUTigEn jefet fein foDen, DorjugSroetfe 
Kr ^ö^erc SBürgerfi^uteii, 3(ealfrf)u(en, $rogi)innafien unb SReatiJroggmnafien, 
K^. für fet^si; iinb ficfieitllaffige ©c^ulen beftimmt, botf) ntdjt minbet 
wt ©tjniiiüficit, SUcnigpitiiiofieu 1 3tealf(i)uleii 1. Drbiiung) unb Dberreat^ 
Rljulen bis ^SeCunba cinfc{)Iicfilid). fl 

■ ffijit teilen iifier baöfelbe in Sürje folgcnbeä mil: 1) bie 3:tieoriM 
Hnb bie Stufgaben flehen in enger Slerbinbung intt einanbcr. SebeS" 
Bfeoiiitel itx^aüt m jtDei 4l6id]nitte, oon benen bev erfte bie S;t)etirie eiitljält, 
Ber jroeife bie itai)m ge^üvigcii Aufgaben. Sic Sfjeorie ift gcbräugt bnt: 
Bjcfteüt, enthält nidjts überpfftgeS nnb nimmt überall öejng auf bie 
Koi^folgentien aufgeben. ~ 2) ^ie Seljrfüge ftnb fo einfoc^, fsfl 
Burg unb fo tlac bemiefen, tnie tä bi^ jegt fc^ioerlii^ in irgeub eineifl 
Be^rbud)c bev Slrit^metiE gefc^etien ift. — 3) Sefunberä ift bie S^eorilJ 
Bei (jofitiuen unb ncgatinen äo^Ie" fo uorgetragen, ba| fie au^ 
Bti bem ?Inf5nger feinen SfEifsI übrig läßt. — 4) Set Stoff ift fo georbnet 
Btnb fo bütgefteHt, bo^ bie Sdjüler fd)on nad) roenigen ©tauben ju 
Binec geeigneten @el6fttl)ätigleit ©riegen^eit f)Qben. — 6) ©n fcefon: 
Bercr SQJert ift anf bie ©infii^rung in bie ollgemeine Strit^metil 
B'EBuÄ)ilabcurEi^nung) gelegt, Eö wirb Ijicriini^ oui^ einem jüngeren Scijret 
Beljr Ieid)t loerbcn, gleich oon Bome^ereiu baö ^ntereffe ber Schüler jn 
Brregen. — G) Sie roiditigeren £et)rtä$e finb bon ben tpeniger mistigen 
Biirrf) ben ^rud mitetfi^ieben, — 7) i)ie ^lufgoben finb fo jaljlreid), Wie 
He felbft nnr in RienigEn Stufgabenfnmnitnngen Borfornmen. — 8) 3)iE Er; 
Boljrungert, metdje ber SJerfaffer bei ber ^eronägabe fetner „met^oiif(§ ge: 
Rptbueten 'üinfgobenfammlung" gemotzt Ijnt, bie bereite in mel)r aU 100 000 
BEjcmplaren verbreitet iff , finb I)ier bcnugt, unb bie 'älnorbnung ber 21uf = 
igoben nod) ?Irt nnb Sdjroiertgteit ift fäbcigogifd) eine biä je^t fi^loerlt^ 

erreii^te. — Jl) 55ic gortfc^ritte ber ©t^ükr Rängen oorjngShieifc öon ber 
iÖe^errff^iing ber letzteren, einfadjeren 9Iufgaben ab; ba^er ent£)iilt ba§ SÖuä) 
_einc fc[)r gro^e ainjofit Don leidjlen Blufgaben, bie baju beftimmt _ 
g!cid) in ber ©c^iiIe unter ber Slnteitung besi Seijrerä münbli 



Klonet ju mcrben. — 10} Sic -(^ilcidjunge« finb. wie cS bfreif* von 
ber Stritit cnerfaniit ift, nm^ Stiiorbung iiiiö SIu§mat)t eine iruRcrSnffe. 
ßciftunfl. — ll)3lm„grQp^i(iften1inrftelliiiig(n", bic bis je^t in teinm 
Sctjtbud) ber aUgcmetitcu Mritfjmetif beljanbfU [inb, ift ein ietonbercr 
fdiuift geroibract. S)ct SßEtfaRer tff ber Stnlic^t, boft biej« Sldfi^nitl mm 
grojicr SBii^tiglett ift unb in feinem 2i'i)tbu^e bcr ^Irüftmetit feljleii fußte — ' 
12) "Zie licvlag«tianblimfl i^at ficö bciiiül)t, bae S9ud) qul niiSsuftatten, 
unb t)in[i(^tti(l^ bcr Slufgaben loini eä fid) luo^I beii bcpcti aum^en. ajfr 
*|Jrciä beg ^ui^eS «on 2 ,^ ift bei einem Umfang uon 278 Seiten jcbcnj 
fotl^ ein bcifpielloä niebtigcc. 

Tiie „Stetultatc uet^ft Slnfli^fuiigcn itnb jfomnicRtac ju ben 
orit^mctifi^en Stufgaben" finb nit^t im i8utl)^ünbe£ erft^icnen; fie 
fünnen nur unn Seljrern bice!t od« ber Scrtagsi^anblung gegen ©infcnbung 
öcn I .M bejoaeu tocrSen. 

Soö ^uä) erfdjieit 1881 in crfter Stnflagc imb mufilc f^on 1662 
in boppriter ^Jlnflagc ^crgefteUt Werben. 




